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I Logique : propositions, assertions.
II Le théoréme du raisonnement par récurrence.
IIT Exercices.

Exercice 1.
Montrer que les propositions suivantes sont vraies pour tout entier naturel n.

1. 2n+4 +33n+2
2 36n+2

est divisible par 5.
— 2 est divisible par 7.

3. n® — n est divisible par 3.

4. 4" — 1 — 3n est divisible par 9.

5. 7% 3" + 4 est divisible par 11.

Exercice 2.
Soit (u,),en+ la suite définie par ug = 0 et, pour n € N : w4 = %un + 3.
Démontrez, pour tout entier naturel n, que :

wesl-())

Exercice 3.
Soit (uy,),en+ la suite définie par u; = 5 et, pour n 2 2 : u, = 2u,_; — n.
Démontrez, pour tout entier naturel non nul n, que :

u, = 22" + 1) + n.

Exercice 4.
Soit (uy,),ey la suite définie par ug = 2 et, pour n € N : w, 1 = 3u,, +n + 1.
Démontrez, pour tout entier naturel n, que :

11

n 3 n
un=z>(3 _1_1_5'
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Exercice 5.
On consideére la suite (u,,) définie sur N par :

1
uo = 7 et U, = 5u, — 1.

1. Calculez les trois premiers termes de la suite (u,,).
2. Conjecturez son expression explicite.

3. Démontrez la.

Exercice 6.
On définit par récurrence la factorielle d’un entier naturel n et que ’on note n!
de la fagon suivante :

Ol=1let(n+1)=(Mn+1)xnl

Démontrez que pour tout entier n supérieur ou égale & 1, n! =1 X -+ X n.

Exercice 7.
Montrez par récurrence que la suite (u,)pey définie par u,,q = %un + 1, pour
tout n € N et ug = —2 est croissante.

Exercice 8.
Montrez par récurrence que la suite (u,,),en définie par wu, .1 = /u,, pour tout
n € N et ug = 2020 est décroissante.

Exercice 9.

, pour tout

" . 2
Montrez par récurrence que la suite (u,, ) ey définie par u,; = T
n

n € N et ug = 1,8 est bornée par 1 et 2 et décroissante.
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Exercice 10.
On considére la fonction g définie sur Iintervalle [0;1] par g(z) = 2z — 2°.

1. Montrer que la fonction g est strictement croissante sur I'intervalle [0; 1] et
préciser les valeurs de g(0) et de g(1).

On considére la suite (u,,) définie par { o pour tout entier na-

2
Up+1 = g(un)
turel n.

2. Calculer u; et us.

3. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a : 0 < u,, <
Up+1 < 1.

4. En déduire que la suite (u, ),ey €st croissante et bornée.

Exercice 11.
On considére la fonction f définie sur l'intervalle [0;1] par f(x) = 2ze ".
On admet que la fonction f est dérivable sur lintervalle [0;1].

1. Résoudre sur l'intervalle [0; 1] Péquation f(z) = =.
2. (a) Démontrer que, pour tout = appartenant & lintervalle [0;1], f'(z) =
2(1 —z)e ™.
(b) Donner le tableau de variations de la fonction f sur l'intervalle [0;1].
On consideére la suite (u,) définie par ug = 0,1 et pour tout entier naturel n,
Un+1 = f(un)
3. (a) Démontrer par récurrence que, pour tout n entier naturel, 0 < u, <
Ups1 S 1.

(b) En déduire que la suite (u, ) est croissante et bornée.

Exercice 12.
On considére la proposition suivante :

P(n): «9 divise 10" + 1 ».

1. Démontrez, pour tout n € N, que : si £(n) est vraie, alors Z(n + 1) est
vraie.

2. Qu’en est-il de Z2(0), Z(1), 2(2) et F(3)? Que semble-t-il légitime de
conjecturer ?

3. Montrez que, pour tout n € N : 9 divise 10" — 1.

4. Déduisez-en a l’aide d’un raisonnement par l’absurde que, pour tout n € N,
la proposition £2(n) est fausse.
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Exercice 13.
Exprimez en fonction de n les sommes données.

a) i(llp—l). b) n‘Z(Sp+5).
p=0 p=1

) Z(%) : d) Y 3x57"
p=0 p=1
n—1 n+1

) Y p(p+1). £) Y (p-2)°.
p=0 p=1

g) i:&zp*l. h) nf3><2”—1.
p=0 p=0

Exercice 14.
Exprimez les sommes suivantes & l’aide du symbole X, puis calculez-les.

a) S=5+8+11+14+---+2012.

b) T=2>+2°+2%+...4+2%

c) R

A U=z+2"+2°+---+2", pour z € R.
v

e)

=1+102+10"* +-.- +10"

:1+x2+x4+m6+~~-+3§2n,pouerR.

Exercice 15.
Montrez, pour tout entier naturel n, que :

2) Zi2=n(n+1)(2n+1)' b) Zi3=|:n(n+1):|.

6 Y
=0 =0

Exercice 16.
Démontrer, pour tout n € N*, que :

n—1
a"—b" = (a-0b) Z "
i=0

n+1 n+1
-b

Aide. Pour I’hérédité on utilisera le fait que : a =axa" —bxb" et

a=(a—"0)+0.
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Exercice 17.

Exercice 18.
On considére la suite (u, ) définie sur N* par :

Uy = Uy =1 et Upyo = —3Upiq — 2Uy,-
Démontrez que, pour tout n € N* :

u, = (=2)" =3 x (=1)".

Exercice 19. D
Soit I un intervalle ou une réunion d’intervalles de R et f une fonction définie sur
1.
Montrez que, si la fonction f vérifie la propriéteé :

P : «pourtout x € I, f(x) €Iy,

alors on peut définir sur N la suite numérique (u,,) de la fagon suivante :

Uy € I
Ups1 = f(uy), pour tout n € N.

De plus, la suite numérique (u,,) vérifie la propriété :

Pour tout n € N, u,, € I.

Exercice 20. D
Soient f : I — I une fonction une fonction croissante, ug € I et (u,) la suite
définie par
pour tout n € N, w1 = f(u,).

Démontrez que, si ug > uq, alors (u,,) est décroissante.

Exercice 21. D
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