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46 Intégration par parties.

I Une astuce pour calculer une intégrale.

H PP . !
Nous connaissons une formule pour calculer la dérivée d’un produit : (uv) =
I ! o1e . . 4 .
uv + uv. Nous allons utiliser cette formule pour calculer certaines intégrale qui
restaient pour ’heure rétive au calcul.

Théoréme 1 - Formule d’intégration par parties.

Soient :

. a et b des réels avec a < b,

. u et v des fonctions dérivables sur [a,b] dont les dérivées sont continues.

Pour tout a et b de I :

b 1 b b 1
J W) (1) dt = [u(t)v(t)]a—J £ (1)o(t) dt.

a

IT Exercices.

Exercice 1.
A T’aide d’une intégration par parties calculez les intégrales suivantes.
a) Igtsin(t) dt. b) Iol xe” dz.
c) I()l ze " dz.
Exercice 2.

En procédant a deux intégrations par parties calculez I = Igr z? sin(z) dz.

. Exercice 3.
Calculez I = [ e”sin(z) da.

Exercice 4.
Une entreprise produit x centaines d’objets chaque semaine. Le cotit de production
exprimé en milliers d’euros, est défini sur Iintervalle [0;5] par la fonction C telle
que : C(x) = (4z +1)e ™.

1. En utilisant une intégration par parties, calculez la valeur moyenne de la
fonction C sur l'intervalle [0;5]. Vous arrondirez le résultat & 107> pres.

2. Quelle interprétation peut-on faire du résultat précédent pour I’entreprise ?
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Exercice 5. .
Caleulez I = [y (2t —1)e’ dt, J = [S*(1-21In(t)) dt et K = [ (2t — 1) sin(t) dt.

. Exorcic(‘lﬁ.
Notons I = [o* (2t — 3) cos®(t) dt et J = [* (2t — 3) sin’(¢) dt.
1. Calculez I + J.
2. Calculez I — J a ’aide d’une intégration par parties.

3. Déduisez-en les valeurs de I et J.

Exercice 7.
Les questions 1 et 2 sont indépendantes.
N* est ’ensemble des entiers strictement positifs.

e
Pour tout entier n de N*, on considére l'intégrale : I,, = J (Inz)" dz.
1

1. (a) Démontrer que pour tout 2 dans l'intervalle |1 ; e[, et pour tout n entier
naturel, on a :

(Inz)" = (Inz)"*" >0

(b) En déduire que la suite (I,,) est décroissante.
2. (a) Calculer I; a l’aide d’une intégration par parties.

(b) Démontrer & ’aide d’une intégration par parties que, pour tout n € N*
Ia=e—(n+1)I,.

(c) En déduire I, I3 et I,. Donner les valeurs exactes, exprimées en fonc-

tion de e, et les valeurs approchées a 107° prés par défaut.

Démontrer que, pour tout n € N* [, > 0.

Démontrer que, pour tout n € N*, (n + 1)1, < e.

En déduire la limite de I,,.

Déterminer la valeur de nl,, + (I,, + I,,+1) et en déduire la limite de
nl,.
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Exercice 8.
On considére les suites (z,)pen €t (Yn)nen définie, pour tout n € N par : z,, =
Iol t" cos(t) dt et y,, = Iol t" sin(t) dt.
1. (a) Justifiez que la suite (z,,),en est & termes positifs.
Etudiez le sens de variation de la suite (z,,),en-

Déduisez-en que la suite (x,,),en €st convergente.

1
n+l’

)
)
) Démontrez que pour tout entier naturel n non nul, z, <
) Déduisez-en la limite de (z,,),en

)

A T’aide d’une intégration par parties, démontrez que pour tout entier
naturel n non nul, z,; = —(n + 1)y, + sin(1).

(b) Déduisez-en la limite de (y,,)nen-

Exercice 9.
Soit f la fonction définie sur R par

flz) =€" = z°
dont la courbe représentative C; dans un repére orthonormal (O; Z, j), est donnée
sur le graphique ci-dessous & compléter et a rendre avec la copie.

_ @)

On considére la fonction g définie sur I’intervalle ]0 ; +oo[ par g(z)
x

— — % et on note C, sa courbe représentative dans le méme repeére.
Partie A : Remarques préliminaires concernant la fonction f

1. Sans chercher a déterminer son équation, tracer la tangente & C; passant
par O. On notera A son point de contact avec Cy. Evaluer graphiquement
le coefficient directeur de cette tangente en expliquant le procédé utilisé.

2
2. Calculer la valeur exacte de l'intégrale I = J f(z) dz, puis en donner une
1
valeur approchée a 1072 pres.

7
3. En déduire une interprétation graphique du nombre réel : el —e- 3
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Exercice 9. - suite
Partie B : Etude de la fonctiong

1. Etudier les limites de g en +00 et en 0 et justifier que C, admet une asymp-

tote.

2. (a) Calculer la dérivée ¢'(x) et montrer qu’elle est du signe de (z—1)e” —z°

sur lintervalle ]0 ; +oo[.

(b) Soit u la fonction qui & tout = de I'intervalle [0 ; +oo[ associe
u(z) = (z — 1)e” — 2°. Etudier le sens de variation de u sur Iintervalle
[0; +oof.

(c) Déterminer le signe de u(z) sur 'intervalle [0; 1].

(d) Montrer que 'équation u(xz) = 0 admet une solution unique a sur
Pintervalle [1; 2].
En déduire, suivant les valeurs de z, le signe de u(z) sur l'intervalle
[0; +o0of.

(e) En déduire le signe de g'(x) et dresser la tableau de variation de g.

Partie C : Construction de C,

1. On se propose de construire le point S(a ; g(a)) o a est le réel déterminé
dans la question B. 2. d.

(a) Montrer que, sur Uintervalle J0 ; +0o[, ¢'(z) = 0 équivaut a f'(z) =
f(xx) et que par conséquent f'(a) = f(aa).

(b) En utilisant ce résultat, établir que a est ’abscisse du point A défini
dans la premiére partie.

(c) Justifier que ’ordonnée de S est f'(a) et placer S sur le dessin.
2. Déterminer les coordonnées du point d’intersection de C¢ et C,.

3. Construire la courbe (o
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Exercice 9.
Partie D : Etude d’une primitive de g et calcul d’une intégrale

Soit G la primitive de g sur Uintervalle [1; 2] qui s’annule pour = 1 (on ne
cherchera pas a calculer cette primitive).

1. Déterminer le sens de variation de G sur [1; 2].

2. Donner une interprétation géométrique du nombre G(2). Dans la suite, on
prendra 1,55 comme valeur approchée de G(2) a 1072 pres.

2
3. On consideére 'intégrale J = J G(z) dz.
1

(a) Justifier que 'intégrale I calculée dans la premiére partie peut s’écrire

= J2 zg(z) dz.

1

(b) En utilisant une intégration par parties, établir que I = 2G(2) — J et
en déduire une valeur approchée de J, & 1072 pres.

Exercice 10.

Exercice 11.
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