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I Définition.

II Caractérisations pour les fonctions une fois dérivables.
IIT Caractérisation pour les fonctions deux fois dérivables.
IV  Inégalités.

V Exercices.

Exercice 1. B
Décrivez la convexité de la fonction f si

1. la courbe représentative ci-dessous est celle de f.
2. la courbe représentative ci-dessous est celle de f'.

3. la courbe représentative ci-dessous est celle de f".

Y

Exercice 2. C
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = ze” + 1 et €} sa courbe représentative
dans un repére.

1. Déterminez la convexité de f.

2. Déterminez une équation de la tangente au point d’abscisse 0.

3. Déduisez-en que pour tout réel x appartenant a [—2, +oo[, f(z) = = + 1.
4

. Retrouvez le précédent résultat en résolvant I'inéquation f(z) = x + 1.
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Exercice 3. C
Etudiez la convexité de la fonction

1. f:wa3—5x2+4x+3surR.

1
2. g:mHﬁx—Esur]R*.

Correction de 'exercice 3

1. f'(z) = 32% = 10z + 4 puis f"(z) = 6z — 10.

5 .
f convexe sur B ; +oo[ et concave sinon.

2. ¢'(z) = % + I% puis ¢"(z) = —I%. g est convexe sur R_.

Exercice 4. C

On considére la fonction f définie sur R par f(z) = Va2 + 9. Nous admettons que

f est deux fois dérivable sur R.
1. Montrer que f est paire.
. Etudiez le sens de variation de f sur [0, +oo[.
. Etudiez la limite de f en +o0o.

2
3
4. Déduisez des questions précédentes le tableau de variation de f sur R.
5

. Déterminez I’équation de la tangente A a la courbe € représentative de la

fonction f au point d’abscisse 3.
9

(22 +9)Va? + 9

(b) Déduisez-en les positions relatives de €y et A.

6. (a) Vérifiez que pour tout réel z, f'(z) =

Correction de 'exercice 4

1. Démontrons que f est paire.

* ¢ = R est symétrique par rapport a 0.
* Soit z € R. f(—x) = V(=) +9=Va2 +9 = f(x).

f est paire.

2. P nslation et composition il est claire que fir, est cro
Etudions les variations de f.
N 2
f=yuounu:zw—a +09.
1
u

Or u est dérivable sur R, et u > 0 donc f est dérivable sur R, et f' = OV

-2-


http://unemainlavelautre.net/0ieme.html

6.

28 Convexité, dérivée seconde.

Soit x € R,.
x

T =

f'(x) est du signe de .

f est strictement croissante sur R, .

Etudions la convergence de f en +o0o.

. 2 . 2 . .
lim,_, 0~ = 400, donc en sommant lim,,_,, o, x°+9 = +00 puis, comme limyx_,, ., VX =
+00, en composant

limz—>+oo f(I) = +o0o.

. Dressons le tableau de variation de f.

Par parité de f on déduit de ce qui précede ce qu’il en est sur R_.

T —00 0 +00

+00 +00

! ~ .

3

Déterminons une équation de A.
7'3) = ‘/?5 et f(3) = 3v2 donc

A y=§(m—3)+3\/§.

A y=‘§m+%\/§.

(a) Déterminons l'expression algébrique de f".

1= ? ollv:x - x. vet fsont dérivables sur Ret f > 0, d’aprés le précédent

tableau de variation, donc f' est dérivable sur R.
Soit x € R.
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Vz eR, f'(z) = 2

z2+9(z2+9) ’

(b) Etudions la position relatives de A et €.

f" >0 donc f est convexe donc @y est au-dessus de toutes ses tangentes.

¢ est au-dessus de A.

Exercice 5. C
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2° + 32” + 6.
1. Montrez que f est convexe sur R.

2. Déterminez une équation de la tangente 7" a € en son point d’abscisse 1.

3. Déduisez-en que pour tout réel z : 2® +327+62 122 -2

Exercice 6. C
Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = i et ¢y sa courbe représentative
dans un repére du plan.

4 1 1
*
1. Montrez que, pour tout x € R}, 755 S 5

2. Déterminez une équation de la tangente a % au point d’abscisse 2 et
déduisez-en que, pour tout nombre réel x strictement positif, i = —f + 1.

Correction de l'exercice 6

o *
1. f est convexe sur R, donc

f<m+5>sf(w)+f(5)‘: 1 <¥

2 2 z+5 =
2
1 1
2 =13
S Tr5S 2
= 4 <1+1 2>0
z+5 Sz TFEW

2. y=—2%(x—2)+%@y=—ix+1.
f est convexe donc sa courbe représentative est au-dessus de toutes ses tangentes :
flz) = —ix + 1.

4
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Exercice 7. C

Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par f(z) = 2° et ¢ sa courbe représentative
dans un repére du plan.

1. Montrez que, pour tout z € R, (z +1)* < 42® + 4.

2. Déterminez une équation de la tangente a ¢y au point d’abscisse 1 et
déduisez-en que, pour tout nombre réel z, 2® = 32— 2.
3. h est la fonction définie sur R par :
4
x

3
h(x)=z—§x2+2x+5.

En utilisant I’inégalité précédente, montrez que la fonction h est croissante
sur [0, +oo[.

Correction de I'exercice 7

1. f(%) S w donc pour y = 1, ("”;1)3 < #

2. fi(1)=3, f(1) =1,y =3z +2.
3. h(z) =2’ -3z +2.
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Exercice 8. D
On appelle « satisfaction » toute fonction dérivable qui prend des valeurs com-
prises entre 0 et 100.
Lorsque la fonction « satisfaction » atteint 100 on dit qu’il y a « saturation ».
On définit aussi la fonction « envie » comme la fonction dérivée de la fonction
« satisfaction ».
La direction des ressources humaines d’une entreprise modélise la satisfaction
d’un salarié en fonction du salaire annuel qu’il percoit. On admet que la fonction
satisfaction h est définie sur [10;50] par :

90

h(z) = 1+ o 025246

ol x est exprimé en milliers d’euros.
On note %), la courbe représentative de la fonction h.

1. Par lecture graphique sur votre calculatrice conjecturez la convexité de la
fonction h ainsi que le sens de variation de la fonction « envie ». Donnez-en
une interprétation.

2. D’aprés ce modéle serait-il possible d’atteindre la saturation ?
3. Vérifiez que pour tout = € [10;50] :

5 6250 0250+6 (e—0,25$+6 _ 1)

n
h'(z) (1 + e—0,25m+6)3

4. Déduisez-en la convexité de la fonction A.

5. A partir de quel salaire annuel peut-on estimer que la fonction « envie »
décroit ?

Correction de 'exercice 8

1. Satisfaction convexe puis concave point. Envie croissante puis décroissante.

Limite de 90 donc pas de saturation possible.

-0,25z+6
e TP 120 2 <24,

(@3]

A partir d’un salaire de 24000 euros.

-6-
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Exercice 9. D
Les parties A et B peuvent étre traitées indépendamment

Partie A

Le plan est ramené & un repére orthogonal.

On a représenté ci-dessous la courbe d’une fonction f définie et deux fois dérivable
. . f8. 2 I L, e 4 n

sur R, ainsi que celle de sa dérivée f et de sa dérivée seconde f .

3 N
/

| J/A N\

0 Aéy \ hS >

M2
T

1. Déterminer, en justifiant votre choix, quelle courbe correspond & quelle fonc-
tion.

2. Déterminer, avec la précision permise par le graphique, le coefficient direc-
teur de la tangente & la courbe Cy au point d’abscisse 4.

3. Donner avec la précision permise par le graphique, l’abscisse de chaque point
d’inflexion de la courbe C;.

-7-
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Exercice 9. (suite)
Partie B

Soit un réel k strictement positif.
On considére la fonction g définie sur R par :

4
o) = e

1. Déterminer les limites de g en +00 et en —00,
2. Prouver que ¢'(0) = k.

3. En admettant le résultat ci-dessous obtenu avec un logiciel de calcul formel,
prouver que la courbe de g admet un point d’inflexion au point d’abscisse
0.

> Calcul formel
g(x) =4/(1 + e"(-kx))

1
4

- g(x) = W

Simplifier(g (z))
2

[} kx ( kx k2
—>g(37)=—4e (e —1)m
E

Correction de 'exercice 9

A

1. %, correspond a f', 65 a f et 6, a f.
2. f'(4)=0

3. 3,4, 4, 4,6.

B

1. limg 400 g(x) =4 et lim,,_, = 0.

2. ¢'(z) = dke 2 et donc ¢'(0) = k.

(1+ekz

3. '"(z) = 0= e -1=0=kr =02 =0.

-8
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Exercice 10. D
On considére la fonction f définie sur R par :

1
) = ——,
f@) 1+e37
On note Cy sa courbe représentative dans un repere orthogonal du plan.
1
On nomme A le point de coordonnées (O; §) et B le point de coordonnées
5
(1, z)-

On a tracé ci-dessous la courbe C; et 7 la tangente & la courbe C; au point
d’abscisse 0.

Y

A

v

/
1/ @

T

Partie A : lectures graphiques

Dans cette partie, les résultats seront obtenus par lecture graphique. Aucune
justification n’est demandée.

1. Déterminer I’équation réduite de la tangente 7.

2. Donner les intervalles sur lesquels la fonction f semble convexe ou concave.

-9-
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Exercice 10. (suite)
Partie B : étude de la fonction

1. On admet que la fonction f est dérivable sur R.
Déterminer ’expression de sa fonction dérivée f'.

[\V)

. Justifier que la fonction f est strictement croissante sur R.

=

(a) Déterminer la limite en +0o de la fonction f.
(b) Déterminer la limite en —oo de la fonction [.

4. Déterminer la valeur exacte de la solution a de I’équation f(z) = 0, 99.

Partie C : Tangente et convexité

1. Déterminer par le calcul une équation de la tangente 7 & la courbe C; au
point d’abscisse 0.

On admet que la fonction f est deux fois dérivable sur R.
On note f" la fonction dérivée seconde de la fonction f.
On admet que f" est définie sur R par :

9e %" (e_gx - 1)

(1 + e’?’””)3

f(z) =

2. Etudier le signe de la fonction f" sur R.

3. (a) Indiquer, en justifiant, sur quel(s) intervalle(s) la fonction f est
convexe.

(b) Que représente le point A pour la courbe Cy ?

(c) En déduire la position relative de la tangente 7 et de la courbe Cy.
Justifier la réponse.

Exercice 11. E

-10-
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