
1. Suites de moyennes arithmétique et géomé-
trique.

Exercice 1. Capes 1995. Soient (a,b) ∈ [0, + ∞[2. On définit simultanément les suites

(an)n∈N et (bn)n∈N par a0 = a et b0 = b puis, pour tout n ⩾ 0 :
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

an+1 =
an + bn

2
bn+1 =

√
anbn

. Ainsi

(an)n∈N est une suite de moyennes arithmétiques et (bn)n∈N une suite de moyennes géomé-
triques.

1. Démontrez que, pour tous x et y positifs :
√
xy ⩽

x + y

2
. Inégalité de comparaison des

moyennes arithmétiques et géométriques.
2. On suppose dans cette question que a ≠ b. Démontrez que pour tout n ⩾ 1 :

{ 0 ⩽ bn ⩽ bn+1 < an+1 < an

an+1 − bn+1 <
1

2
(an − bn) .

3. Que deviennent les inégalités de la question précédente si a = b ?
4. Démontrez que (an)n∈N et (bn)n∈N sont convergentes et qu’elles ont la même limite.
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