Etude asymptotique de suites.

Etude de la convergence de suites.

I Exemples introductifs.
1 0999---=1.
2 Achille et la tortue.

Le fichier Géogébra a télécharger : lien.

Le logiciel en ligne pour 'ouvrir : Géogébra.
3 Plusieurs valeurs d’adhérence.

Le fichier Géogébra a télécharger : lien.

Le logiciel en ligne pour l'ouvrir : Géogébra.
4 Divergence vers l’infini.

Le fichier Géogébra a télécharger : lien.

Le logiciel en ligne pour I'ouvrir : Géogébra.
5 Divergence sans limite.

Le fichier Géogébra a télécharger : lien.

Le logiciel en ligne pour 'ouvrir : Géogébra.
IT Majorant, minorant.

Dans les exemples nous avons indiqué que les valeurs possibles pour la suite
sont limités. Introduisons ici le vocabulaire correspondant.

Définition 1

Soient, :
. (uy)nen une suite réelle,

. M et m deux réels.

Nous dirons que
(i) (Up)nen €st majorée par M si, quelque soit n € N, u,, < M ;
(i) (up)nen €st minorée par m si, quelque soit n € N, m < u, ;

(iil) (wyn)nen est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Remarques.
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Etude asymptotique de suites.

1. Un majorant n’est pas un maximum. Pas plus qu’un minorant n’est un mi-
nimum.

Cependant un maximum est un majorant et un minimum un minorant.

2. Ainsi une suite est bornée s’il est possible de trouver des nombres m et M
tels que, pour tout n € N, m < u,, < M.

3. Trouver un minorant et un majorant pour une suite c’est limiter les possi-

bilités de valeurs des termes de la suite. Dans de nombreux cas il faut se
contenter de cela.

Exercice 1. %* Démontrer qu’une suite est majorée ou minorée.
Déterminez si chacune des suites proposée est minorée, majorée ou bornée.

n+3 n—1

8) Un = 53 b) un = 5,35
n+1 n n>
C) Up=—5 d) up = (=1)" X =7 ;
e) u, =Vn?+1-n; f) u, =7" -3";
_ /2 . L1 (1 5
g) u, =Vn®+n+1-2n; h) U, = 7 sin| — |, pour n € N";

i) wu, =sin(2" x 7).

Exercice 2. %* Démontrer qu'une suite est bornée.
Démontrez que les suites suivantes sont bornées.

(1 n
a) un=10—281n(ﬁ), b)un—m,
L >1; d 1+ + 2+ + 2\
c) un = \/ﬁpourn/7 ) Up = =t =]
= 1 1 1 — -n+2
e) un—25+5+1+3+5—2+~~+5—n, f) u,=9+3+1+---+3 .


http://unemainlavelautre.net/0ieme.html

Etude asymptotique de suites.

Exercice 3. % Meilleur majorant.

Considérons la suite (u,,) définie sur N par ug = % et Upyy = =

1
3Un r 3

1. Montrez que, pour tout n € N,
(a) Uy 2 03

(b) wu, <§

2. On considére le programme suivant ot M est un nombre dans ]O; %[
def programme (1) :
n=0
u=2/7
while u<lii:
n=n+1
u=1/3%u+1/2
return (n)

Quel est I'intérét de cet algorithme ?

3. Testez ce programme avec différentes valeurs de M, de plus en plus proche de %.
Que remarquez-vous ?

4. Complétez la conjecture suivante : « % semble le plus ... des majorants de la suite

(u,) ».
5. Montrez que, pour tout entier naturel n :
3 13
47U T g3

6. Pourquoi la conjecture précédente est-elle vraie ?

ITT Suites convergentes.

Soient :

. (uy)nen une suite,

. ¢ € R un réel.

Nous dirons que la suite (u,),en converge vers £ si et seulement si : quelque
soit l'intervalle ouvert contenant ¢, il contient toutes les valeurs w, a partir
d’un certain rang.

Remarques.
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. En cas de convergence nous dirons que ¢ est une limite de (u,)nen €t nous
noterons :

lim wu, =0
n—+0oo

ou

u, — £
- n—+00

. Autrement dit si on délimite une petite zone autour de ¢ (en fait n’importe
qu’elle zone) tous les points de la suite hormis un nombre fini d’entre eux
sont dans cette zone.

. La convergence est une propriété a 'infinie qui ne dépend pas des premiers
termes. Donc si (uy, )0 converge vers £ alors (u,),s7 converge aussi vers /.

. Les intervalles ouverts doivent étre imaginés comme des ensembles de plus
en plus petit autour de ¢. Aussi petit soit 'intervalle ouvert contenant ¢ il
contiendra tous les termes de la suite hormis quelques uns (un nombre fini
en tout cas). Il y a un aspect dynamique dans cette définition : on peut se
rapprocher autant qu’on le veut de ¢, ¢a ne change rien.

. Les intervalles doivent étre ouverts car, sauf si la suite est stationnaire, la
valeur limite n’est pas atteinte, et donc lintervalle fermé [£; £] qui contient £
ne contient, en général, aucun terme de la suite.

. Le plus souvent dans les démonstrations nous travaillerons avec des intervalles
ouverts centrés sur la limite £ et de rayon r : J¢ —r,£+r[. Mais ceci ne change
rien & la généralité des résultats.

. Interprétation graphique typique pour une suite définie par une formule ex-
plicite.

u’I’L
7
Ug
o Uy
TI Ug hd
LS
/ LN } - [ ]
]
) 5
0 4
Uy 3
1
2 ) n
0 1

A partir de uy; les termes de la suite sont tous dans I’intervalle ouvert ]¢ —
rd+r[.

4
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8. Interprétation graphique typique pour une suite définie par une formule de

récurrence.
J4
1 T ] 43 5 z! J
J ] 7| n
0 2 Ug 4
! ! -+t
r r

9. Cette définition est un outil (assez théorique c’est vrai) pour démontrer
qu’une suite est convergente. Nous en verrons d’autres dans cette legon.

10. Remarquons que la limite éventuelle d’une suite devra étre conjecturée.
11. C’est comme si la suite était infiniment bornée & ’infini.

Exercice 4. s
Démontrez a partir de la définition les limites suivantes.
1

1
a) (—2) converge vers 0. b) (—) converge vers 0.
n neN* ﬁ neN*

Proposition 1 - Unicité de la limite.

Soient
. (ty)nen une suite réelle,

. {1 et {5 des nombres réels.

Si (Up )nen converge vers £y et £y, alors £ = £s.

Remarques.

1. Nous pourrons donc maintenant parler de la limite d’une suite.

Proposition 2

Toute suite convergente est bornée.

IV Suites divergentes.

1 Cas général.

Définition 3

Nous dirons qu’une suite diverge si et seulement si elle ne converge pas.

-5-
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Remarques.

1. Cette définition recouvre une multitudes de cas possibles. Certains sont étu-
diés a part. Nous verrons ci-aprés la divergence avec limite infinie et la diver-
gence avec plusieurs valeurs d’adhérence.

2 Divergence avec limite infinie.

Définition 4

Soit (u, )nen une suite de nombres réels.

Nous dirons que (u,)pen admet pour limite +00 si et seulement si, : quelque
soit A € R, ]A;+o0o[ contient tous les termes de la suite & partir d’un certain
rang.

Remarques.

1. Nous avons également la définition en —oo.

Nous dirons que (u,,)pen admet pour limite —oo si et seulement si, : quelque
soit A € R, ]— 00, A[ contient tous les termes de la suite a partir d’un certain
rang.

2. Quelque soit le majorant A supposé de la suite, on se rend compte qu’il n’y
a qu’un nombre fini de terme qui soient plus petits.

3. Une suite qui tend vers +00 est un cas particulier de suite divergente. Voici
un schéma qui résume les possibilités lors de ’étude de la convergence d’une
suite.

Convergente.

Limite +o00.

/
divergente.
—
Pas de limite.

Exercice 5.
Démontrez a partir de la définition les limites suivantes.

a) (nz)neN* tend vers +o00. b) (Vn), e+ tend vers +oo.

-6-
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Exercice 6. %—
La suite (u,,) est définie sur N* par

{ Uy = 0

_ )2 0
Unp+1 = VUp +1
Calculez uy, us, uy et us.

Conjecturez une expression explicite de u,,, pour n entier supérieur a 1.

Démontrez la propriété conjecturée.

> 80P

Déduisez-en la limite de la suite (u,,).

3 Divergence sans limite.

11 existe de trés nombreuses situations de suites qui divergent sans limite.
Exercice 7. #
Soit (u,,) une suite qui admet comme limite finie le réel £.
1. Explicitez les suite numériques :
(Uzn )0 €t (Uans1)nzo-
2. Montrez que les suites (Us,)ns0 €t (Uzns1)nso admettent aussi comme limite le
réel 4.
3. (a) Enonce la propriété de la question précédente sous la forme «si ..., alors... ».

(b) Déduisez-en la contraposée de cette derniére.

4. On pose u,, = (—1)", pour tout entier naturel n.

(a) Justifiez que si la suite (u,) admet une limite alors cette limite est finie.
(b) Explicitez pour tout n € N, uy,, €t ugy, -

(c) Déduisez-en que la suite ((=1)"),,., n’admet aucune limite, finie ou infinie.

Exercice 8. ®
Soit (uy,)pen une suite de nombre réels.

1. Explicitez les suites (uay, Jnen €6 (Uans1)nen €n langage courant.

2. Soit £ € RU {—00; +0c0}. Montrez que les suites (s, )nen €t (Usn41)nen Ot pour
limite £ si et seulement si la suite (u,,),eny admet comme limite £.

V  Opérations sur les limites.

La définition de la convergence permet d’établir la convergence de quelques
suites de référence. Pour le reste nous ferons, ce que nous avions déja fait pour les

-7-
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fonctions dérivées, & savoir obtenir de nouveaux résultat en combinant ceux déja
connus.
1 Somme.

On considére deux suites (u, )nen €t (v, )nen €t on s’intéresse a la convergence
de la suite somme (u,, + v, )nen en fonction de celles de (u, )nen €t (v, )nen-

. Ynl ¢ | 400 | —o0 | PL.
m m+4¥{ | +o00 | —oo | P.L.
+00 +00 +00 ? ?
—00 —00 ? —00 ?
P.L. P.L. ? ? ?

Remarques.

1. Le tableau est symétrique par rapport & sa diagonale.

2. Ces résultats se démontrent avec les définitions des convergences et limites
données.

3. Plutot que d’apprendre par coeur, un peu de bon sens permet de deviner ces
résultats.

2 Produit.

On considére deux suites (u, )nen €t (v, )nen €t on s’intéresse a la convergence
de la suite produit (u,, X v, )nen €n fonction de celles de (uy,)pen €t (V) nen-

. Yl e>0]¢=0]0<0| +00 | o0 | P.L.
m >0 mil 0 mil +00 | —o0 | P.L.
m=0 0 0 0 ? ? P.L.
m <0 ml 0 mil —o0 | +00 | P.L.
+00 +00 ? —00 | 400 | —00 [ 7
—00 —00 ? +00 | —00 | +00 ?
P.L. P.L. | PL. | P.L. ? ? ?

Remarques.

1. En combinant ces résultats aux précédents, nous remarquons que les suites
convergentes sont stables par combinaisons linéaires : si (u,) et (v,) sont
convergentes alors (au,, + v, ) est convergente. Ce qui signifie que les suites
convergentes peuvent étre vues comme des vecteurs.

-8
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3 Inverse.

Soit (u, )nen une suite dont les termes sont tous non nuls.

- 1
(i) Siwu, — +ooalors — — 0.
n—+00 un n—+0o

iy e . . 1
(ii) Siw, — O et, a partir d’un certain rang, u,, > 0 alors — — +o00.
n—+00 Up, n—+oo

1
(iii) Siw, — O et, a partir d’un certain rang, u,, < 0 alors — — —o0.
n—+00 Up, n—+oo

4 Quotient.

Les résultats concernant les suites obtenues comme quotient de deux autres
suites découlent des deux points précédents.

5 Exercices.

Exercice 9. @ Déterminer la limite en utilisant les opérations sur les limites.
Déterminez les limites des suites suivantes.

1 1
a) un=n2+n+ﬁ. b) un=\/ﬁ(n2——2).
n
4 3 1
= . d =n +n+ —.
c) Uy, oo ) u, =n" +n NG
e) u, =5n° + 3nyn. £) u, = vVn(2 —n-2n%).
1 2 2
g) u"_—n2+n—1' h) u, =n (n+1_ )
. _3(3 L3 2
i) un—ﬁ(ﬁ—i')). D oun =105~ T
1) w, =2 — — 1) 2 — nvBm + —
Up =2 — . U, =2 —nVon .
" 6+ n " n? +1
+1)(2n+1
m)u, = M n) u, =n(n —4)(1 - vn).

6

Les régles sur les opérations se confrontent souvent a des situations de limite
indéterminée.

Pour cette année, le plus efficace est trés souvent de factoriser par la plus grande
puissance de n apparaissant dans l’expression du terme général de la suite.

-9-
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Exercice 10. & Limite en levant I’indétermination.
Déterminez les limites des suites suivantes.

a) u, =n’ —n+5. b) u, =n' —n” + 1.
3 n—3
) u, =3nyn—2n". d)un=m.
_nz—\/ﬁ ¢ B n’—n+4
&) tin n+3 )un_3n2—2n+5
g) u, = Vn3 —Vn? +8. h) u, = nVn2? +3-n’.
i) w,=n"-3n. i) u, =4n® —3n% +2.
— 9,4 3 _dn-1
k) u, =3n —3n" —2n+ 1. 1) Un = 5
) n® -1 ) 2n® —n+1
m)u, = ———. n) u, = —5——.
n? +2 % +n+1
0) u, =vVn+4—+/n. pP) u, = Vim +4—vV5n + 2.
) U, = V4n? +n+3—-2n ) u !
q n = - . r n = .
Vn? +1—-+vn?+2
_ n’? . _n=-3 n+3
Gl =2 n+1 )u”_2n+l 3n—1°
_ n’ n’ _ n++n
R ) K e s
Vn?+1-
w)un=¥. x) u, = \n—+vn - n.

VI Limites et comparaison.

1 Limites finies.

Proposition 3 - Théoréme des gendarmes.

-10-
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Soient :

. (Up)nen, (Un)nen et (wy, )nen des suites réelles,
. LeR.

Si, & partir d’un certain ran our tout n € N on a
yap g, b

et si

lim u, = lim w, =/,
n—+0o0 n—+0oo

alors

(v )nen converge et lim v, = L.
n—+00

Exercice 11. & Convergence et comparaison
Posons, pour tout n € N avec n = 2 :

vn+1

=14+
tn nt (-1)"

1. Montrez que, pour tout entier n tel que n = 2 on a :

vn +1 vn +1

<u,—-1< .
n+1 n n—1

2. Déterminez les limites des suites de termes généraux :

vn+1 t\/n+1
n+ 1 € n—1

3. Concluez quant a la limite de la suite (u,,)

-11-
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Exercice 12. & Convergence et comparaison
Déterminez si elles existent les limites des suites suivantes.

a) u, = %; b) u, = COZ(QH) ;
_ sin(n) " - n+2(-1)"
) D
B n? + sin(n) ) B Vn +1
) u, = T ) up =
n? + cos(n) 1+2y/2n—(-1)"

Proposition 4 - Passage a la limite dans des inégalités (et égalités).

Soient :

. a,b €R,

. LeR,

. (uy)nen une suite réelle qui converge vers £.

(i) Si, & partir d’un certain rang, pour tout n € N on a

u,, < b alors ¢ < b.

(ii) Si, & partir d’un certain rang, pour tout n» € N on a
u,, = a alors ¢ = a.

(iii) Si, & partir d’un certain rang, pour tout n € N on a

a<u, <balorsas</f<b.

Remarques.
1. Ce résultat signifie que 'on peut passer a la limite dans une inégalité large.
2. Ce n’est pas vrai avec des inégalités strictes en général.
3. En particulier on retrouve que toute suite convergente est bornée.
4

. Ce résultat nous autorise a passer a la limite dans des égalités. Si (u,,)
converge vers { et si, par exemple, u,,1 = 2u, + 3 alors, en passant a la
limite ¢ = 2¢ + 3. C’est une astuce & retenir.

-12-
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2 Limites infinies.

Proposition 5

Soient :

(tn)nen €t (v, )nen des suites réelles.

(i) Si, & partir d’un certain rang,

Uy S Up
et si
U, —> +09,
n—+00
alors
v, —> +00.
n—+00
(ii) Si, a partir d’un certain rang,
Uy € Upy
et si
Un, —00,
n—+00
alors

u, — —00.
n—+00

Exercice 13. @ Limites infinies et comparaisons.
Déterminez si elles existent les limites des suites suivantes.

n+(-1)"; b) u, =n° —sin(n);

a) U,

c) U, sin(\/Q —cos® (1 +n? - n"))—n.

-13-
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Exercice 14. ¥—
On considére la suite (u,, ),y définie par :

ug=1et u,.1 =u, +2n+ 3.
1. Ecrivez un algorithme permettant de calculer les termes ug, ... ,u,, oil n est un
entier saisi a la demande.
2. Programmez le précédent algorithme, exécutez-le puis donnez les termes u; & uqg.
3. Etudiez la monotonie de la suite (u,)nen-
(a) Démontrez que, pour tout entier naturel n, u,, > n’.
(b) Quelle est la limite de la suite (u,)pen?

5. Conjecturez une expression de (u,)ney en fonction de n nombre entier naturel,
puis démontrez la propriété ainsi conjecturée.

VII Théoréme de la limite monotone.

1 Limite finie.

Proposition 6 - Théoréme de la limite monotone.

(i) Toute suite réelle croissante et majorée est convergente.

(ii) Toute suite réelle décroissante et minorée est convergente.

Remarques.
1. Contrairement au théoréme des gendarmes, celui-ci ne permet pas de connaitre
la limite mais uniquement son existence.
2. L’utilisation de ce résultat se prolonge en général par une recherche d’enca-
drement de la limite par divers procédés notamment algorithmiques.

3. En général la limite n’est pas le majorant ou le minorant.

Exercice 15.
On considére la suite u,, ) définie sur N par

1
Ug = 8 et Upyy = 5Un + 2.

Démontrez que (u,, ) ey est décroissante.
Démontrez que (uy,),ey €St minorée par 4.

Démontrez que (u, ),ey €St convergente.

> 80P =

En passant a la limite dans la formule de récurrence, démontrez que la limite £ de
(up )nen ne peut étre que 4.

5. Concluez.

-14-
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Exercice 16. %—
Posons ug = 0 et, pour tout n € N, u,,,1 =6 + u,,.
1. Montrez que (u,,) est croissante.
2. Montrez que (u, ) est majorée par 3.

3. Déduisez-en que (u,,) converge et montrez que lim wu, = 3.
n—+00

Exercice 17. %
Soit (u,,) la suite définie pour tout entier naturel n par

|
Un—;?.

Prouvez que (u,,) est croissante et majorée puis concluez.
Pour établir la majoration on établira; pour tout entier k£ > 1 :

1 1 1 1

ST S E-1C &
B2 ok(k-1) k-1 k

Exercice 18. %*
1

n+k

n
Montrez que la suite (v,,) définie sur N* par v, = Z converge.
k=1

Exercice 19. %* Nombre d’Apéry
On pose pour tout entier supérieur ou égale a 1 :

= 1 1 1
Uy = —3=++—3+"'+—3.
; k 2 n
1. Justifiez que la suite (u,,) est croissante.

N . . , *
2. Montrez a 'aide d’un raisonnement par récurrence, que, pour tout n € N :

1
Uy, <2- ﬁ
3. Qu’en conclure ?
4. Soit € > 0.
Ecrivez un algorithme qui renvoie une valeur approchée a e prés de la limite de la
suite (u,, ).

-15-
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2 Limite infinie.

—

Proposition 7 - Théoréme de la limite monotone.

(i) Toute suite réelle croissante et non majorée a pour limite +00.

(ii) Toute suite réelle décroissante et non minorée a pour limite —oo.

Exercice 20. %*
Soit (u,,) a suite définie pour tout entier naturel n par u,, = ZZ=1 %
1. Prouvez que (u,,) est croissante.
2. Montrez que pour tout m € N, ugm 1 — ugm = %
3. Déduisez-en que (u,,) n’est pas majorée. Concluez.
4

. Déterminez avec une machine un entier N tel que upy > 10.

VIII Suites géométriques.

Proposition 8

Soit ¢ € R.
(i)
(i)

iii) Si =1 < ¢ < 1 alors (¢") converge vers 0.
g

Si ¢ < —1 alors (¢") diverge sans limite ni valeur d’adhérence.
g

Si g = —1 alors (¢") diverge avec deux valeurs d’adhérence.
g

)
(iv) Si ¢ =1 alors (¢") est la suite constante égale a 1.
)

(v) Si 1< qalors (¢") diverge en ayant pour limite +oco.

-16-
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Exercice 21. &
On considére la suite u(u,, ) définie sur N par :

2u, +3
Uy = 0 et Up+1 = h
n
1. On pose pour tout entier naturel n,
_u,—1
Un = L+ 3

Montrez que la suite (v,,) est une suite géométrique dont donnera le premier terme
et la raison.

2. Exprimez alors v,, puis u,, en fonction de n € N.

3. Déterminez la limite de la suite (v,,) et enfin celle de la suite (u,, ).

Exercice 22. ¥—
On note vy = —g et pour tout n € N :

2
Un+1 = gvn =1
w,, =20, +6

1. Démontrez que (w,,) est une suite géométrique dont on précisera la raison et le
premier terme.

2. Déduisez-en les expressions de v,, et w,, en fonction de n entier naturel. Déduisez-
en la limite de la suite (v,,).

3. Calculez .
Sn = Z Wy .
k=0

Déduisez-en la limite de la suite (S,,).
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Exercice 23. %
On considére la suite (u,,) définie sur N par :

1
uozletun+1=§un+n—1.

1. (a) Démontrez que pour tout entier supérieur ou égale a 3, u,, = 0.
(b)

def algo (M) :
=0
=1
while u<
=n+1
=1/2%u+n-1
return (n)

Programmez cet algorithme puis exécutez-le pour M valant 5, 10, 100 et
1000.

(c) Déduisez-en une conjecture sur le comportement a U'infini de la suite (u,,).

(d) Montrez que, pour tout entier n supérieur ou égale a 4 :

(e) Déduisez-en la limite de la suite (u,,).

2. On définit la suite (v, ) sur X par :
v, = 4u,, — 8n + 24.

(a) Démontrez que la suite (v, ) est une suite géométrique strictement décrois-
sante et dont on donnera le premier terme et la raison.

(b) Démontrez que, pour tout entier naturel n :

7
un—Q—n+2n—6.

(c) Vérifiez que, pour tout entier naturel n, u, = x, + y,, ot (z,) est une
géomeétrique et (y,,) une suite arithmétique, dont on précisera pour chacune,
le premier terme ainsi que la raison.

n
Sn=) e
k=0

(d) Déduisez-en I'expression de

en fonction de n entier naturel.
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Exercice 24. %
Soit (u,,) la suite définie pour tout entier naturel n par

=1
Uy = ZE
k=0

Prouver que (u,,) est croissante et majorée. Concluez.

Pour la majoration vous démontrerez par récurrence que pour tout k € N, % < 2,6%1

IX Exercices typiques.
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Exercice 25. ¥—
On considére la suite (u,, ) ey par :

Ug = 8 et Upy1 = VU, +12.

1. Démontrez que, pour tout entier naturel n, u,, = 4.

2. On donne ci-dessous la représentation graphique de la fonction f définie sur

[—12; +oo[ par f(z) = Vo + 12.

Y
AN
/
/
4 —T |
/
///
| —1
/
1
=
2
>z
-10 -5 5

Construisez les premiers de la suite (u,, ) ey €t conjecturez son comportement.
3. (a) Démontrez que pour tout n € N :

1
Upr1 —4 < Z(un —4).
(b) Déduisez-en, pour tout n € N :
1
U, —4 < Yot

4. Déduisez-en que la suite (u,, ), ey admet une limite finie que 1’'on précisera.
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Exercice 26. ¥—
On consideére la suite (v,,) définie sur N par : vy = 2 et, pour tout entier naturel n :

Vs = 1,40, — 0,00502.
1. Soit f la fonction définie sur R par :
f(z) = 1,4z — 0,052°.

(a) Etudiez les variations de la fonction f sur Iintervalle [0;8].

(b) Représentez graphiquement la fonction f dans un repére orthonormé (O; ZJ)
avec le centimétre comme unité graphique, ainsi que les 10 premiers termes
de la suite (v,,).

(c) Conjecturez son comportement.

2. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n :i
2<v, SvU,p S8

3. Déduisez-en que la suite (u,,) admet une limite finie.

4. Soit = € R. Montrez que
f(x) =8 =-0,05(x —20)(z — 8).
(a) Pour tout entier naturel n :
8 —Vpi1 £0,9% (8 —v,).
(b) Déduisez-en que, pour tout entier naturel n :
8—wv, <6x0,9".

(¢) Concluez.
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Exercice 27.
Le deuxiéme protocole consiste & injecter initialement au patient, par piqare intravei-
neuse, une dose de 2 mg de médicament puis & réinjecter toutes les heures une dose de
1,8 mg.
On suppose que le médicament se diffuse instantanément dans le sang et qu’il est ensuite
progressivement éliminé.
On estime que lorsqu’une heure s’est écoulée aprés une injection, la quantité de médica-
ment dans le sang a diminué de 30 % par rapport a la quantité présente immédiatement
apres cette injection.
On modélise cette situation a l'aide de la suite (u,,) ol, pour tout entier naturel n, u,,
désigne la quantité de médicament, exprimée en mg, présente dans le sang du patient
immeédiatement aprés l'injection de la n-iéme heure. On a donc ug = 2.

1. Calculer, selon cette modélisation, la quantité u,, de médicament (en mg) présente
dans le sang du patient immédiatement apreés l'injection de la premiére heure.

2. Justifier que, pour tout entier naturel n, on a : u,,; = 0,7u,, + 1,8.
3. (a) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a : u,, < u,4; < 6.
(b) En déduire que la suite (u,,) est convergente. On note ¢ sa limite.

(c) Déterminer la valeur de £. Interpréter cette valeur dans le contexte de I’exer-
cice.

4. On considére la suite (v,,) définie, pour tout entier naturel n, par v, = 6 — u,,.

a) Montrer que la suite (v,,) est une suite géométrique de raison 0,7 dont on
g

précisera le premier terme.

(b) Déterminer expression de v,, en fonction de n, puis de u,, en fonction de n.

(c) Avec ce protocole, on arréte les injections lorsque la quantité de médicament
présente dans le sang du patient est supérieure ou égale & 5,5 mg.
Déterminer, en détaillant les calculs, le nombre d’injections réalisées en ap-
pliquant ce protocole.
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Exercice 28. ¥—

Un démographe étudie I’évolution de la population d’un pays.

Depuis 1969 (cette année-1a, ce pays comptait 44 500000 habitants), il constate qu’en
moyenne la population a un taux de natalité de 35 pour mille et un taux de mortalité
de 17 pour mille.

A ces variations, il faut ajouter 25000 nouveaux arrivant dans ce pays et retirer 9000
citoyens qui partent définitivement.

On note p,, la population de 1969 + n, exprimée en milliers d’habitants.

1.
2.

Déterminez pg.

Démontrez que pour tout entier naturel n :
Pns1 = 1,018p,, + 16.
Déterminez le réel £ tel que la suite (u,, ), ey par
Uy, = Dy, — |

soit géométrique.

Déduisez-en les expressions de u,, et p,, en fonction de n entier naturel.

5. Combien d’habitants peut-on prévoir en 20127

Au bout de combien d’années la population va-t-elle tripler, par rapport a celle
de 1969 ?

Exercice 29. ¥—

On considére la suite (u,,) définie sur N ar :

1
u0=1etun+1=§un+n—2.

. Calculez uy, uy et us.

(a) Ecrivez un algorithme qui, pour une valeur M € R donnée, renvoie un entier
n pour lequel u,, > M.

(b) Programmez cet algorithme & I’aide d’une calculatrice, puis exécutez-le pour
des valeurs de M telles que 101, 100, 1 000.

(c) Déduisez-en une conjecture sur le comportement de la suite (u,,) a l'infini.

Démontrez que pour tout entier naturel n, si n = 4 alors :
U, = 0.

Démontrez que, pour tout entier naturel n, si n = 5 alors :

Déduisez-en la limite de la suite (u,,).
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Exercice 30. %— Partie A.
On définit :

. la suite (u,),so par uy = 13 et, pour tout entier naturel n :

1 4
Up+1 = gun + 5’

. la suite (S,,) pour tout entier naturel n :

n
Sn = Z Up -
k=0

1. Montrez par récurrence que, pour tout entier naturel n :

-1 12
tn =1+ &5
Déduisez-en la limite de la suite (u,,).
2. (a) Déterminez le sens de variation de la suite (S,,).
(b) Calculez (S,,) en fonction de n.

(¢) Déterminez la imite de la suite (.S,,).

Exercice 30. %— Partie B.
Etant donnée une suite (x,), de nombres réels définie pour tout entier naturel n, on
considére la suite (S,,) défine par :

n
Sn = Z L.
k=0

Indiquez pour chaque proposition suivante si elle est vraie ou fausse; justifiez dans
chaque cas.

Proposition 1 : « si la suite (x,,) est convergente alors la suite (5,,) I’est aussi.
Proposition 2 : les suites (u,,) et (S, ) ont le méme sens de variation.
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Exercice 31. ¥—
Dans cet exercice, on considére la suite (7),) définie par :

To = 180 et, pour tout entier naturel n, 7, ,; = 0,9557,, + 0,9

1. (a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, 7,, = 20.

(b) Vérifier que pour tout entier naturel n, T,,,; — T;, = —0,045 (7,, — 20). En
déduire le sens de variation de la suite (7T),).

(¢) Conclure de ce qui précéde que la suite (7),) est convergente. Justifier.
2. Pour tout entier naturel n, on pose : u,, =T, — 20.

(a) Montrer que la suite (u, ) est une suite géométrique dont on précisera la
raison.

(b) En déduire que pour tout entier naturel n, T, = 20 + 160 X 0,955".

(c) Calculer la limite de la suite (7},).

(d) Résoudre l'inéquation 7, < 120 d’inconnue n entier naturel.

3. Dans cette partie, on s’intéresse a ’évolution de la température au centre d’un

gateau apreés sa sortie du four.
On considére qu’a la sortie du four, la température au centre du gateau est de
180° C et celle de I’air ambiant de 20° C.
La loi de refroidissement de Newton permet de modéliser la température au centre
du gateau par la suite précédente (7},). Plus précisément, 7, représente la tempé-
rature au centre du gateau, exprimée en degré Celsius, n minutes aprés sa sortie
du four.

(a) Expliquer pourquoi la limite de la suite (7,) déterminée a la question 2. c.

était prévisible dans le contexte de l’exercice.

(b) On considére la fonction Python ci-dessous :

def temp(x) :
T = 180
n=20
while T > x :
T=0.955*T-+0.9
n=n-+1
return n

Donner le résultat obtenu en. exécutant la commande temp(120).
Interpréter le résultat dans le contexte de I'exercice.
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Exercice 32. ¥— épisode 1.
Dans une région touristique, une société propose un service de location de vélos pour la
journée.

La société dispose de deux points de location distinctes, le point A et le point B. Les
vélos peuvent étre empruntés et restitués indifferemment dans I'un ot 'autre des deux
points de location.

On admettra que le nombre total de vélos est constant et que tous les matins, a 'ouver-
ture du service, chaque vélo se trouve au point A ou au point B.

D’apreés une étude statistique :

e Siun vélo se trouve au point A un matin, la probabilité qu’il se trouve au point
A le matin suivant est égale & 0,84;
e Si un vélo se trouve au point B un matin la probabilité qu’il se trouve au point
B le matin suivant est égale a 0,76.
A Pouverture du service le premier matin, la société a disposé la moitié de ses vélos au
point A, 'autre moitié au point B.
On considére un vélo de la société pris au hasard.

Pour tout entier naturel non nul n, on définit les événements suivants :

e A, : «le vélo se trouve au point A le n-iéme matin »

e B, : «le vélo se trouve au point B le n-iéme matin ».
Pour tout entier naturel non nul n, on note a,, la probabilité de I’événement A,, et b,
la probabilité de ’événement B,,. Ainsi a; = 0,5 et b; = 0,5.

1. Recopier et compléter I’arbre pondéré ci-dessous qui modélise la situation pour
les deux premiers matins :
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Exercice 32. épisode 2.

2. (a) Calculer as.

(b) Le vélo se trouve au point A le deuxiéme matin. Calculer la probabilité qu’il
se soit trouvé au point B le premier matin. La probabilité sera arrondie au
milliéme.

3. (a) Recopier et compléter 'arbre pondéré ci-dessous qui modélise la situation
pour les n-iéme et n + 1-iéme matins.

/ An+1
An
Qv \
Bn+1
/ An+1
B,
\
Bn+1

(b) Justifier que pour tout entier naturel non nul n, a,,; = 0,6a, + 0,24.

4. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel non nul n, a, =0,6 —0,1 X
0,6"".

5. Déterminer la limite de la suite (a, ) et interpréter cette limite dans le contexte
de Pexercice.

6. Déterminer le plus petit entier naturel n tel que a, = 0,599 et interpréter le
résultat obtenu dans le contexte de I’exercice.

X Un peu plus.

Exercice 33.
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Exercice 34. #
On considére la suite de nombres réels (u,,) définie sur N par :

_ _ 1
'U/O——l,ul—g

_ 1
Unp+2 = Upt1 = 7 Un

1. Calculez u, et déduisez-en que la suite (u,, ) n’est ni arithmétique, ni géométrique.

2. On définit la suite (v,,) en posant pour tout entier naturel n :

1

Un = Un+1 — iun'

a) Calculez vg.

(

(b
(c
(d

Exprimez v,,,; en fonction de v,,.

2 . . A L. o 1
Déduisez-en que la suite (v,,) est géométrique de raison 5

)
)
)
) Exprimez vhn en fonction de n entier naturel.

3. On définit la suite (w,,) en posant, pour tout entier naturel n :

Unp,
Wy, = —.
n Up,

(a) Calculez wy.
b) En utilisant I'égalité u,.; = v, + +u,, exprimez w,,; en fonction de u,, et
€ 2
de v,,.
(c) Déduisez-en que, pour tout n € N, w,,,1 = w,, + 2.
(d) Exprimez w,, en fonction de n entier naturel.

4. Montrez que pour tout entier naturel n :

_2n—1

Uy, omn

5. Pour tout entier naturel n on pose :
n
S, = Zuk=u0+~~+un.
k=0

Démontrez par récurrence que, pour tout entier naturel n :

2n + 3

Sn=2- T
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Exercice 35. %
On considére la suite (w,, ) dont les termes vérifient, pour tout entier n supérieur ou égal
1:
nw, = (n+ 1)w,_, +1 et wy = 1.
Les quatre premiers termes de la suite sont : wy = 1, w; = 3, wy =5 et w3 = 7.
1. Détaillez le calcul permettant d’obtenir w,.

2. Voici une fonction en Python.

def fonction(m):
n=0
w=1
while w!m:
n=n+1
w=(n+1) /n*w+1/n
return (n)

(a) Pour m = 4027 quelle valeur de n le programme donne-t-il ?

(b) Quel est l'intérét de ce programme ?

(¢) En déduire une conjecture de expression de w,, en fonction de n.
3. Démontrez la propriété conjecturée.

4. Déduisez-en wq 3.

Exercice 36. ® Partie A.
On considére la suite (u,,) définie sur N par :

Uo eR
Ups1 = —sin(%un)
On pose, pour tout z € R :
L
ilw) = —s1n(§x).

1. Peut-on affirmer que pour tout entier n, u, € [—1;1].

2. Montrez que si ug est un entier pair, alors la suite (u,,) est constante a partir du
rang 1.

3. Montrez que si ug est impair, alors la suite (u, ) est a valeurs dans {—1;1} a partir
du rang 1.
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Exercice 36. # Partie B.
Dans cette partie on suppose que uq n’est pas entier.

4. Etablissez le tableau de variation de la fonction f sur Pintervalle [—1;1].
5. (a) Déduisez-en que, pour tout entier supérieur ou égal a 1, u,, € [-1;1].
(b) Déduisez-en que la suite (u,) est bornée.

(c) Peut-on affirmer que la suite (u, ) converge si, et seulement si, (u,) est
monotone ?

6. (a) Montrez que si z €] — 1;0[U]0; 1[, alors :
f(z) €]-1;0[U]0; 1.

(b) Déduisez-en, pour tout entier naturel n, que si uy n’est pas entier, alors u,,
n’est pas entier.

7. (a) Justifiez que I'image par f de U'intervalle ]0;1[ est l'intervalle ] — 1;0[, puis
que 'image par f de l'intervalle ] — 1;0[ est I'intervalle ]0; 1[.

(b) Déduisez-en que, quel que soit le rang, la suite (u,,) ne peut étre monotone.

Exercice 37. # Partie A.

Exercice 38. &

Définition 5

Deux suites réelles (u,,) et (v, ) sont dites adjacentes si la suite (u,,) est croissante,
la suite (v,,) est décroissante et lim,,_, .o U, — v,, = 0.

Soient (u,) et (v, ) deux suites définies sur N. On pose pour tout n € N, w,, = v,, — U,,.
1. Justifiez que la suite (w,,) est décroissante.
2. Déduisez-en que, pour tout n € N, w,, = 0.

3. Déduisez-en que deux suites adjacentes admettent une méme limite finie.
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Exercice 39. # Partie B.
Soient (u,) et (v,) les deux suites définies sur N* par :

_n 1 B 1
un—ZHetvn—un+m.
k=0

1. Montrez que la suite (u,, ) est strictement croissante et que la suite (v,,) est stric-
tement décroissante.
2. Déduisez-en que les suites hu,,) et (v, ) sont adjacentes.

3. On note e la limite commune des suites.

(a) Soit € > 0 fixé. Expliquez pourquoi ﬁ < ¢ est une condition suffisante
pour que u,, et v, soient toutes les deux des approximation de e a ¢ pres.

(b) Expliquez le fonctionnement ainsi que 'utilité de 1’algorithme suivant.

def fonction(epsilon):

n=1

u=2

v=3

factoriel=1

while 1/(n*factoriel) >=epsilon:
n=n+1
factoriel=n*factoriel
u=u+l/factoriel
v=u+l/(n*factoriel)

return [n,u,v]

(¢) Programmez cet algorithme.
(d) Quel intérét y-a-t-il a afficher u et v 7
(e) Déduisez-en les premiéres décimales de e.

4. On suppose qu’il existe p € N et ¢ € N tels que e =
ug < e < vy, montrez qu 'on aboutit a une contradictio

. En utilisant le fait que

Bl

5. Que concluez-vous ?

XI Pourquoi s’arréter en si bon chemin ?

Exercice 40. ®

Exercice 41. ®
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