Raisonnement par récurrence.

Mode d’emploi.

Le raisonnement par récurrence est un procédé qui permet de démontrer des propriétés
universelles, 2(n), qui dépendent d’entiers naturels n.

La montée de I’échelle. Si j’affirme : « si on met un pied sur un barreau de I’échelle, alors
on met, obligatoirement, l'autre pied sur le barreau supérieur » alors, pour peu que I’on mette
un pied sur le barreau d’en bas il faudra grimper toute 1’échelle.

Théoréme 1.Soit £(n) une proposition dépendant d’un entier naturel n. Si les deux
assertions suivantes sont vraies

(i) 2(0) est vraie,
(i1) quel que soit n € N, si &(n) est vraie alors, forcément, &?(n + 1) est aussi vraie,

alors les assertions Z(n) sont vraies pour tous les entiers naturels n.
Remarques.

1. L’assertion (i) est appelée linitialisation.

2. L’assertion (ii) est appelée [’hérédité.

3. L’initialisation commence avec n = 0 mais, comme pour les suites, il possible de com-
mencer avec un autre rang.

4. Ce théoréme, comme le théoréme de Pythagore, est une implication. Pour le théoréme
de Pythagore il faut d’abord vérifier que ABC' est rectangle en A pour pouvoir affirmer
que ’égalité BA® + AC? = BC?. De méme pour utiliser le raisonnement par récurrence
il faut vérifier que l'initialisation et ’hérédité sont vraies avant de pouvoir affirmer que
toutes les assertions sont vraies.

5. L’assertion de I’hérédité contient & la fois une propriété universelle et une implication
nous adopterons systématiquement la rédaction :

Soit n € N.
Supposons que Z(n) est vraie et démontrons que Z(n + 1) est vraie.

Donc Z(n + 1) est vraie.

6. Lorsqu’on écrit « Supposons que Z?(n) est vraie » on signifie que 1’'on admet que 2 (n)
est vraie. Le fait que « Z2(n) est vraie » est appelée I’hypothése de récurrence.

7. Le raisonnement par récurrence ne permet pas de trouver un nouveau résultat mais il
permet de démontrer qu’une conjecture est vraie.

Exemples.
1. Soit (U, )nen la suite définie par ug = 3 et, pour tout n € N, u,,,1 = %un + 2.
Démontrons par récurrence que, quel que soit n € N, u,,.; < u,, < 3.

* Soit k € N. Supposons que Uy, < Uy < 3. Démontrons que 4o < Upq < 3.

fixzm im + 2 est une fonction affine dont le coefficient directeur est strictement
supérieur a 0 donc f est croissante.

De I’hypothése de récurrence : uy,q < uy < 3 et de la croissance de f nous déduisons :
fluger) < flug) < f(3).

Autrement dit : up,0 S Uk S % < 3.

Montrons que : u; < ug < 3.

u0 =3 et u; = f(ug) = f(3) = % donc u; < ug < 3.

* Nous avons démontré par récurrence que : Vn € N, 1,41 < u, < 3.

2. Démontrer une propriété.
Notons, pour tout n € N, £(n) : « 4" — 1 est divisible par trois ».
Démontrons que £(n) est vraie pour tout n € N en raisonnant par récurrence.



* Initialisation. Il s’agit de démontrer que &?(0) est vraie. Autrement dit que 4%-1 est divisible
par 3.
4°-1=0et3x0=0. Donc 2(0) st vraie.
* Héredité.
Soit n € N.
Supposons que Z?(n) est vraie et démontrons que Z(n + 1) est vraie.
Nous devons donc démontrer que 4" 1 est un multiple de 3.

n+l

4" —1=4x(4"-1)+3

D’aprés ’hypothése de récurrence : 3|4™ — 1.
Autrement dit il est possible d’écrire : 4" — 1 = 3 X k ou k est un nombre entier.
Donc
4" 1= ax3k+3
=3(4k + 1)
Autrement dit 4" — 1 est divisible par 3.
Donc Z(n + 1) est vraie.

Nous avons démontré en raisonnant par récurrence sur n € N que

pour tout n € N, 4" — 1 est divisible par 3.

. Démontrer une formule. Ici la somme des entiers naturels jusqu’a n.
. 1

Soit P(n): « Y ok = "("T” ».

Démontrons par récurrence sur n € N que Z(n) est vraie.

*0= % Donc Z2(0) est vraie.

* Soit n € N.
Supposons que Z(n) est vraie et démontrons que Z(n + 1) est vraie.

n+1 n
ik=n+1+Zk
k=0 k=0

D’aprés ’hupothése de récurrence :

n(n+1)

k=n+1+ 5

2(n+1)+n(n+1)
2
2+n)(n+1)
=

Donc Z(n + 1) est vraie.

Nous avons démontré par récurrence sur n € N que

pour tout n €N, Y )k = w

. Démontrer la formule explicite du terme terme général d’une suite.

Soit (uy,)nen la suite définie par ug = 8 et, pour tout n € N, u,,,; = %un + 3.
Nous souhaitons démontrer que u,, = 3 (%)n + 5 pour tout n € N.

Notons Z(n) : « u, = 3(%)11 +5».

Démontrons par récurrence sur n € N que 4(n) est vraie.

*



. Démontrer qu'une suite définie par récurrence est croissante.
Etudions la monotonie de la suite (u,, ),eny définie par ug = —1 et u,1 = V2 + u,.

. Démontrer un (‘1](‘21(1]'(‘1]1(‘1]t4

Soit (1, )nen définie par ug = 3 et u,4q = 2 + ul .
Démontrons que pour tout n € N: 2 < u,, <3.
. Démontrer une inégalité.
Démontrons par récurrence que pour tout n € N, #(n) : «2n+1<2
. De la nécessité de Vinitialisation. 2(n) : « 4™ + 1 est divisible par 3 ».
* Soit n € N.

Supposons que £ (n) est vraie et démontrons que Z(n + 1) est vraie.

Par hypothése de récurrence, il existe k € Z tel que 4" + 1 = 3k donc :

n

» est vraie.

n+1

A" 1 =Ax (4" +1)-4+1
=4x3k—-3
=3(4k - 1)

n+1

Autrement dit 4 + 1 est divisible par 3.
* 491 1=1et3 J 1. Donc £2(0) est fausse.
Nous remarquons que I’hérédité ne suffit pas & démontrer que toutes les propositions sont
vraies.
Nous pourrions méme démontrer par ’absurde que 4" + 1 n’est jamais divisible par 3.
. Inégalité de Bernoulli.
Notons, pour tout n € N, Z(n) : « ® pour tout nombre z =0, (1 +z)" = 1+ nz. »
* Soit z € R,.
D’une part : (1 + a:)o =1
d’autre part : 1+ 0Xz =1,
donc: (1+2)’21+0xz.
2(0) est vraie.
* Soit n € N.
Supposons que Z(n) est vraie et démontrons que Z(n + 1) est vraie.
Soit © € R,.
D’apreés 'hypothése de récurrence :

(1+z)"=1+nz

Puisque (1 +2) =0 :

n+1

1+z)"" 21 +2)(1+nx)

En développant le membre de droite :

n+1

A+2)" 21+ (n+Dz+na” (1)

Or, puisque nz’ = 0,
l+(n+)z+nz” 21+ n+ 1z (2)

donc, par transitivité entre (1) et (2) :

)n+1

1+a 21+ (n+ 1)z

Autrement dit Z2(n + 1) est vraie.



* Nous avons démontré par récurrence que

VneN,VreR,, (1=2)"=1+naz.

EXERCICE 1.

1. Soit (pp)nen la suite définie par py = 1 phy1 = 0,5p, + 0,4, quel que soit n € N.
Démontrez que, pour tout entier naturel n, p,, = 0,8.

2. Soit (U )nen la suite définie par uy = —1 et, pour tout entier naturel n : u,, =
0,9u,, — 0,3. Démontrez que, pour tout n € N, u,, =2 x 0,9" — 3.

3. Soient f une fonction définie et strictement croissante sur ] — 1,5, + co[. On note
a 2z —0,5 un point fixe de f, autrement dit f(«) = «. on pose ug = 0 et, pour tout
n €N, u,,; = f(u,). Démontrez que, pour tout n € N, =1 < u,, € u,,; < a.

4. On considére la suite (uy,),en+ définie par u; = 3 et, pour tout entier naturel n = 1,
Upyq = 0,9u,, + 1,3. Démontrez que u,, = 13 — % x 0,9".

5. Soit (v, )pen suite définie par : vy = 0,1 et, pour tout entier naturel n, v,,; = 1,6v,, —
1,61),21. On considére f : x — 1,6z — 1,61:2. Etudiez la monotonie de f sur [Oé] puis
démontrez par récurrence que 0 < v,, < v,,,1 < é

6. Soit (pn)nen+ la suite définie par p; = 1 p,.1 = 0,2p,, + 0,6, quel que soit n € N.
Démontrez que, pour tout entier naturel n, p,, = 0,75 + 0,25 X 0,2"71

7. Soit (v,,) ey une suite définie par vy = 6 X 10° et, pour tout nombre entier naturel n,
Upi1 = 0,9950, + 1,5 x 10"

8. On définie la suite (u,, ) pen Par ug = 5 et pou tout entier naturel n, u, 4 = % (un + i—l)

Aprés voir démontré que f : z — % (x + %) est croissante sur (v/11, + oo[, démontrez

que Uy 2 Upyp = Vi1 pour tout entier naturel n.
9. On considére la suite (a, ),ex telle que ay = 1700 et a, ., = 0,75a,, + 300. Démontrez
que pour tout n € N, 1200 < a,,.1 < a,, < 1700.
10. On considére la suite (u,),en définie par uy = 8 et, pour tout entier naturel n, u, ., =

By +2
u": Montrez que la fonction f : x + M est strictement croissante sur [O + oo[.

Un
Déduisez-en que pour tout entier naturel n, un > 2.

11. On considére la suite (u,, )nen définie par ug = 3 et U, = bu, — 4n — 3. Démontrez
que u, =n+ 1.

12. On considére la suite (u,),en telle que uy = 0 et pour tout entier naturel n, u,,; =

—tn== Démontrez que la fonction f : x — _z””+_34 est strictement croissante sur ]—3,+ 0o[

'u,n+
puis que pour tout entier naturel n, -2 < u,, < u,.
1
uy = =
13. On considére la suite (u « définie par © .
(tn e p Upi1 = % (1 + %)un, pour tout entier n = 1

Montrez que pour tout entier naturel non nul n, u,, = i.

14. On étudie la suite (u,,),en définie par uy = 0,3 et par Ta relation de récurrence, pour
tout entier naturel n : u,,; = 2u, (1—wu, ). Démontrez que la fonction f : z — 2x(1—1z)
est strictement croissante sur [0,%} puis montrez que 0 < u,, € U,41 < %

15. Soit la suite (u,)neny définie par uy = 0 et, pour tout n € N, u,,; = 5u,, — 8n + 6.

Montrez que pour tout n € N, u,, = 2n.

Exercices.

EXERCICE 2. Montrer que les propositions suivantes sont vraies pour tout entier naturel
n.



2n+4 33n+2

+ est divisible par 5.
— 2 est divisible par 7.
n® — n est divisible par 3.
4™ — 1 - 3n est divisible par 9.

5. 7x 3" + 4 est divisible par 11.
EXERCICE 3. Soit (u,),cy la suite définie par ug = 0 et, pour n € N : w,,; = %un + 3.
Démontrez, pour tout entier naturel n, que : u,, =5 (1 - (%)n)
EXERCICE 4. Soit (u,),cn+ la suite définie par u; = 5 et, pour n 2 2 : u,, = 2u,_; — n.
Démontrez, pour tout entier naturel non nul n, que : u,, = 2(2"_1 +1)+n.
EXERCICE 5. hachette repére 2012 terminale page 32 ex 32 Soit (u, ),y la suite définie
par ug =2 et, pour n € N : u,1 = 3u, +n+ 1.

Démontrez, pour tout entier naturel n, que : u,, = 171 x 3" — % -
EXERCICE 6. On considére la suite (u,,) définie sur N par : ug = i et u,.q = du, — 1.

1. Calculez les trois premiers termes de la suite (u,,).
2. Conjecturez son expression explicite.
3. Démontrez la.

6n+2
3

Ll

w3

EXERCICE 7. On définit par récurrence la factorielle d’'un entier naturel n et que ’on note
n! de la fagon suivante : 0! = 1 et (n + 1)! = (n + 1) x nl. Démontrez que pour tout entier n
supérieur ou égale & 1, n! =1 X -+ Xn.

EXERCICE 8. Montrez par récurrence que la suite (u,, ) ey définie par wu,,.; = %un + 1, pour
tout n € N et uy = —2 est croissante.

EXERCICE 9. Montrez par récurrence que la suite (u,),ey définie par u,.; = \/u,, pour
tout n € N et ug = 2020 est décroissante.

EXERCICE 10. Montrez par récurrence que la suite (u,)neny définie par u,,; = ER—

pour tout n € N et ug = 1,8 est bornée par 1 et 2 et décroissante.
EXERCICE 11. On considére la fonction g définie sur Dintervalle [0;1] par g(z) = 22 — 2°.

1. Montrer que la fonction g est strictement croissante sur l'intervalle [0;1] et préciser
les valeurs de g(0) et de g(1).

Ug =

2 pour tout entier naturel n.
Un+1 = g(un)

On considére la suite (u,,) définie par {

2. Calculer u; et uy.
3. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a : 0 < u,, < Up,q < 1.
4. En déduire que la suite (u,, ),y est croissante et bornée.

EXERCICE 12. On considére la fonction f définie sur I'intervalle [0;1] par f(x) = 2ze™".
On admet que la fonction f est dérivable sur I'intervalle [0;1].
1. Résoudre sur l'intervalle [0;1] I’équation f(z) = =.
2. (a) Démontrer que, pour tout  appartenant a Uintervalle [0;1], f'(z) = 2(1 —z)e ".

(b) Donner le tableau de variations de la fonction f sur Iintervalle [0;1].
On considére la suite (u,,) définie par uy = 0,1 et pour tout entier naturel n, u,.; = f(u,).

3. (a) Démontrer par récurrence que, pour tout n entier naturel, 0 < u,, < up4; < 1.
(b) En déduire que la suite (u,,) est croissante et bornée.
EXERCICE 13. On considére la proposition suivante : Z(n) : « 9 divise 10" + 1 ».
1. Démontrez, pour tout n € N, que : si &(n) est vraie, alors Z(n + 1) est vraie.
2. Qu’en est-il de Z(0), 2(1), £(2) et #(3) 7 Que semble-t-il légitime de conjecturer ?
3. Montrez que, pour tout n € N : 9 divise 10" — 1.



4. Déduisez-en a 'aide d’un raisonnement par I’absurde que, pour tout n € N, la propo-
sition Z(n) est fausse.

EXERCICE 14. Montrez, pour tout entier naturel n, que :

) iigz n(n+123(2n+1); i [n(n+1)] ‘

EXERCICE 15. Exprimez en fonction de n les sommes données.

a) > (4p-1). b) i(3p+5). c) Z(%)n d) ) 3x5™"
p=0 p=1 p- p=1
e) ) plp+1). Yy -2 232"” h) Y 3x2" -1

EXERCICE 16. Exprimez les sommes suivantes a ’aide du symbole X, puis calculez-les.

a) S= 5+8+11+14+ -+ 2012.

b)T 2?4+ 2° +2+ +220.

¢) R=1+1072+10" +~~+1010

d) U=zz+a>+2°+---+2", pour z € R.

e) V —1+m2+a:4+m6+~~+a:2n,pourmER.

EXERCICE 17. Démontrer, pour tout n € N*, que :

n—1
a” -b"=(a-0) Z a
i=0

Aide. Pour hérédité on utilisera le fait que : "' =b""" = axa™ —bxb" et a = (a—b) +b.

EXERCICE 18. On considére la suite (u,,)nen définie ug = § et w1 = 5u, — 1.
1. Calculez les trois premiers termes de (u,,).
2. Conjecturez son expression explicite.
3. Démontrez cette conjecture.

EXERCICE 19. Montrez que la suite (u,,) définie ar uy = 3 et, pour tout n = 0, u,,,; = unl

Un

est bien définie et périodique.
EXERCICE 20. Soit S, = Y ,_, k. Considérons la propriété &(n) : S, = %(n+ %)2 Deé-
montrez que cette propriété est heredltalre mais qu’elle n’est pas vraie pour tout n € N.
EXERCICE 21. Soit P(x) = —a: +az® + b:v un polynome & coefficients réels. On suppose
que P vérifie 'égalité : P(x + 1) - P(x) = 22

1. Sans déterminer a et b, calculez P(0), P(1), P(2), P(3) et P(-1).

2. Calculez a et b.

3. Montrez par récurrence que, pour tout entler n 2 0, P(n) est un entier.

4. Onpose S;=1et S, =1+ 24+’ (somme des carrés des n + 1 premiers entiers

naturels). Démontrez par récurrence les égalités : S, = P(n+1) = w.

EXERCICE 22.

1. Avec la formule du binéme développez (a + b)® et (a + b)™.

2. On pose : S, = P+3? 458+ 4 (2n — 1)3, n étant un entier naturel non nul.
3. Démontrez par récurrence que S,, = ont = n.

4. Déterminez l'entier n tel que S,, = 29 161.
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EXERCICE 23. Soit (uy,),ey une suite définie par : u,, = & 37".

1. Calculez les cing premiers termes de la suite.

2. Donnez 'expression de u,,,1 — u,, en fonction de n.

3. Etudiez la monotonie de la suite (1, )ney

4. Montrez que pour tout entier n € N, u,, est un entier.
EXERCICE 24. Soit I un intervalle ou une réunion d’intervalles de R et f une fonction
définie sur I. Montrez que, si la fonction f vérifie la propriété :

P «pour tout z €1, f(z)€el»,

alors on peut définir sur N la suite numérique (u,,) de la fagon suivante :

ug € 1
Upi1 = f(uy,), pour tout n € N.

De plus, la suite numérique (u,,) vérifie la propriété :
Pour tout n € Nyu,, € I.

EXERCICE 25. Soient f : I — I une fonction une fonction croissante, uy, € I et (u,) la
suite définie par, pour tout n € N, u, ., = f(u, ). Démontrez que, si uy > uq, alors (u,,) est
décroissante.
EXERCICE 26. Pour tout entier naturel n , on note F,, le n-iétme nombre de Fermat. I est
défini par F, = 22" +1.

Partie A :

Pierre de Fermat, leur inventeur, a conjecturé que : « Tous les nombres de Fermat sont
premiers ». L’objectif dans cette partie est de tester cette conjecture.

1. (a) Calculer Fy, F|, F, et F3.
(b) Peut-on en déduire que tous les nombres de Fermat sont premiers ?
2. On considére 'algorithme ci-dessous :

Fe2? 11
N « 2 . L
F%N dé 1 1
o e PN 40 N e et e i
NeN+1 pat -
Fin Tant que
Afficher N

La valeur affichée a la fin de I’exécution est 641. Que peut-on en déduire ?

Partie B :
L’objectif est de prouver que deux nombres de Fermat distincts sont toujours premiers
entre eux.

1. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul on a F, = (F,_; —1)% + 1.

n
2. Pour tout entier naturel n on note : l_[ Fy=F,XFiXFyyX...XF,_{XF,.On adonc
i=0

n n—1
l_[ F; = (l_[ FZ) X F,,. Montrer par récurrence et en utilisant le résultat de la question

i=0 i=0
n—1

précédente que pour tout entier naturel n non nul on a : l_[ F,=F, —2.
i=0



3. Justifier que, pour tous entiers naturels n et m tels que n > m, il existe un entier
naturel ¢ tel que F,, — qF,, = 2.
4. En déduire que deux nombres de Fermat sont toujours premiers entre eux.
EXERCICE 27.
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Récurrence double.

EXERCICE 28. On considére la suite (u,, ),en+ définie par uy; = ug = 1 et Uyy0 = —3Upiq —
2u,,. Démontrez que pour tout n € N*, u, = (=2)" -3 x (=1)".

EXERCICE 29. On considére la suite (u,, ), ey définie par ug = uy = 4 et 1,40 = gunﬂ - gun
Conjecturez ’expression de u,, en fonction de n puis démontrez-la.

EXERCICE 30. travail libre 1 sur la suite de Fibonacci.

Récurrence forte.



