Raisonnement par récurrence.

I Logique : propositions, assertions.

Dans 'axiomatique classique, le raisonnement par récurrence est un théoréeme de logique.
Cependant nous ’accepterons comme un axiome, un principe.

Une proposition, en mathématique, peut désigner un résultat toujours vrai (comme un
théoréme) ou une phrase (assertion) qui peut étre soit vraie soit fausse. Dans la suite de ce
chapitre nous l'utiliserons pour désigner une assertion.

Exemples.

1. La proposition « le carré de —3 est négatif » est fausse.

2. La proposition 2 : « v/2 est irrationnel » est vraie.

3. La négation de la proposition & : « x 25» est & : «x <5 ».

Certaines propositions sont des propriétés universelles, c’est-a-dire des propositions qui
dépendent d’un élément x appartenant a un ensemble. Ce sont des phrases qui contiennent le
plus souvent les expressions « quel que soit » ou « pour tout » ou le quantificateur universel
V.

Pour démonter qu’une proposition universelle est fausse il suffit de trouver un contre-
exemple.

Exemples.

1. La proposition Z(z) : « i > Iiz » est une proposition qui est vraie quel que soit

z €]0; 1[.
2. « Pour tout z €]0;2[, on a = > 9%2 » est une proposition qui est fausse puisque, par
1

exemple, pour x = 1, on a % Tz

N 8I=

3. L’assertion £(n) : « 4" — 1 est un multiple de 3. » est vraie pour tout nombre entier
naturel n. Cependant la démonstration n’est pour l'instant pas aisée.

Certaines proposition contiennent des implications (appelées aussi conditions nécessaires)
le plus souvent sous la forme « si ..., alors ... ».
Exemples.
1. « Pour tout n € N| si n est impair alors n? est impair. » est une assertion qui est vraie.
Démontrons-le.
Soit n € N.
Supposons que n est impair et démontrons qu’alors forcément n” est aussi impair.
Puisque n est impair il peut s’écrire n = 2k + 1 ol k est un certain entier.
Donc:n’=(2k+1)> =4k> + 4k +1=2x 2k” + 2 X 2k + 1 = 2 x (2k° + 2k) + 1. Ainsi
n” est de la forme 2p + 1 ol p est un nombre entier. Autrement dit n” est impair.
Concluons : nous avons démontré que, quel que soit l’entier n, si n est impair, alors,
nécessairement, n® est aussi impair.



II Le théoréme du raisonnement par récurrence.

Le raisonnement par récurrence est un procédé qui permet de démontrer des propriétés
universelles, Z(n), qui dépendent d’entiers naturels n.

La montée de I’échelle. Si jaffirme : « si on met un pied sur un barreau de I’échelle, alors
on met, obligatoirement, 'autre pied sur le barreau supérieur » alors, pour peu que I’on mette
un pied sur le barreau d’en bas il faudra grimper toute I’échelle.

Théoréme 1. Soit Z(n) une proposition dépendant d’un entier naturel n. Si les deux
assertions suivantes sont vraies
(i) 2(0) est vraie,
(ii) quel que soit n € N, si £(n) est vraie alors, forcément, Z(n + 1) est aussi vraie,

alors les assertions Z2(n) sont vraies pour tous les entiers naturels n.

Remarques.

1. L’assertion (i) est appelée l'initialisation.

2. L’assertion (ii) est appelée [’hérédité.

3. L’initialisation commence avec n = 0 mais, comme pour les suites, il possible de com-
mencer avec un autre rang.

4. Ce théoréme, comme le théoréme de Pythagore, est une implication. Pour le théoréme
de Pythagore il faut d’abord vérifier que ABC' est rectangle en A pour pouvoir affirmer
que 'égalité BA®+ AC? = BC?. De méme pour utiliser le raisonnement par récurrence
il faut vérifier que 'initialisation et ’hérédité sont vraies avant de pouvoir affirmer que
toutes les assertions sont vraies.

5. L’assertion de I’hérédité contient & la fois une propriété universelle et une implication
nous adopterons systématiquement la rédaction :

Soit n € N.

Supposons que Z(n) est vraie et démontrons que Z(n + 1) est vraie.

Donc Z(n + 1) est vraie.

6. Lorsqu’on écrit « Supposons que Z?(n) est vraie » on signifie que I’on admet que Z?(n)
est vraie. Le fait que « Z2(n) est vraie » est appelée [’hypothése de récurrence.

7. Le raisonnement par récurrence ne permet pas de trouver un nouveau résultat mais il
permet de démontrer qu’une conjecture est vraie.

Exemples.

1. Soit (uy,)ney la suite définie par ug = 3 et, pour tout n € N, u,,,q = %un + 2.
Démontrons par récurrence que, quel que soit n € N, w,,; < u, < 3.

* Soit k € N. Supposons que Uy, < Uz < 3. Démontrons que Uy o € Upyq S 3.
frze 4117 + 2 est une fonction affine dont le coefficient directeur est strictement
supérieur a 0 donc f est croissante.

De I’hypothése de récurrence : uy,q < uy, < 3 et de la croissance de f nous déduisons :
Flugsr) < flug) < f(3).
Autrement dit : ug,9 S upy < % < 3.

* Montrons que : uy < ug < 3.
w0 =3 et u; = f(ug) = f(3) = % donc u; < ug < 3.

* Nous avons démontré par récurrence que : Vn € N, u, < u, < 3.

2. Démontrer une propriété.

Notons, pour tout n € N, 22(n) : « 4™ — 1 est divisible par trois ».
Démontrons que Z?(n) est vraie pour tout n € N en raisonnant par récurrence.



* Initialisation. Il s’agit de démontrer que Z2(0) est vraie. Autrement dit que 4% -1
est divisible par 3.
4° —1=0et 3x0=0.Donc 2(0) est vraie.
* Heérédite.
Soit n € N.
Supposons que Z(n) est vraie et démontrons que Z(n + 1) est vraie.
Nous devons donc démontrer que 4™ — 1 est un multiple de 3.

4" o 1=4x 4" -1)+3

D’aprés I’hypothése de récurrence : 3[4" — 1.
Autrement dit il est possible d’écrire : 4" — 1 = 3 x k ot k est un nombre entier.
Donc

4" 1 =4%x3k+3
=3(4k +1)

n+1

Autrement dit 4°7 — 1 est divisible par 3.
Donc Z(n + 1) est vraie.

Nous avons démontré en raisonnant par récurrence sur n € N que

pour tout n € N, 4" — 1 est divisible par 3.

3. Démontrer une formule. Ici la somme des entiers naturels jusqu’a n.
. . n _ n(n+l)
Soit P(n) : « )y ok = "5 ». /
Démontrons par récurrence sur n € N que &(n) est vraie.
* 0= %. Donc £(0) est vraie.
* Soit n € N.
Supposons que Z(n) est vraie et démontrons que Z(n + 1) est vraie.

n+1 n

Z k=n+1+ Z k

k=0 k=0
D’aprés I'hypothése de récurrence :

as, n(n+1)

Z k=n+1+ —s

k=0

2(n+ 1) +n(n+1)
2
2+n)(n+1)
2

Donc Z(n + 1) est vraie.

Nous avons démontré par récurrence sur n € N que

n(n+1)

pour tout n € N, ZZ:{) k= 5

4. Démontrer la formule explicite du terme terme général d’une suite.
. . e 2
Soit (uy, )nen la suite définie par ug = 8 et, pour tout n € N, u,,,; = SUp + 3.



Nous souhaitons démontrer que u,, = 3 (%)n + 5 pour tout n € N.
Notons £2(n) : «u, =3 (%)n +5».

Démontrons par récurrence sur n € N que Z?(n) est vraie.

*

. Démontrer qu’une suite définie par récurrence est croissante.
Etudions la monotonie de la suite (u,, ),en définie par ug = —1 et u,41 = V2 + u,.

. Démontrer un encadrement.

1
Uy
Démontrons que pour tout n € N: 2 < u,, <3.

. Démontrer une inégalité.

Soit (uy, )pen définie par ug = 3 et u,,q =2+

Démontrons par récurrence que pour tout n € N, Z2(n) : « 2n + 1 < 2" » est vraie.

. De la nécessité de l'initialisation.

P(n): «4" + 1 est divisible par 3 ».

* Soit n € N.
Supposons que Z(n) est vraie et démontrons que Z(n + 1) est vraie.
Par hypothése de récurrence, il existe k € Z tel que 4" + 1 = 3k donc :

4" o 1=4x (4 +1)-4+1
=4x3k-3
= 3(4k - 1)

Autrement dit 4" + 1 est divisible par 3.

* 4% +1=1¢et 3] 1. Donc 2(0) est fausse.

Nous remarquons que ’hérédité ne suffit pas & démontrer que toutes les propositions
sont vraies.

Nous pourrions méme démontrer par I’absurde que 4" + 1 n’est jamais divisible par 3.
. Inégalité de Bernoulli.

Notons, pour tout n € N, Z(n) : « ® pour tout nombre x =0, (1 +z)" =1+ nz. »

* Soit = € R,.
D’une part : (1 + m)o =1
d’autre part : 1+0xz =1,
donc: (1+2)’=21+0xaz.
Z(0) est vraie.
* Soit n € N.
Supposons que Z(n) est vraie et démontrons que Z(n + 1) est vraie.
Soit = € R,.
D’apreés 'hypothése de récurrence :

(1+2)" 21+na

Puisque (1 +2) 20 :

n+1

(1+2)"" =21 +z)(1+nx)

En développant le membre de droite :

n+1

A+2)" 214+ n+1Dz+na” (1)



Or, puisque na’ = 0,
l+(n+Dz+na”21+n+1z (2)

donc, par transitivité entre (1) et (2) :

n+1

1+z)"" 21+(n+ 1)z

Autrement dit &(n + 1) est vraie.
* Nous avons démontré par récurrence que

VneN, VreR,, (1=2)"2=1+nz.

m) On considére la suite (u,, ),en+ définie par

Soit (P, )nen la suite définie par pg = 1 et p,.1 = 0,5p, + 0,4, quel que soit n € N.
Démontrez que, pour tout entier naturel n, p,, = 0,8.

Soit (u, )nen la suite définie par uy = —1 et, pour tout entier naturel n : u,, =
0,9u,, — 0,3. Démontrez que, pour tout n € N, u,, =2 x 0,9" — 3.

Soient f une fonction définie et strictement croissante sur ]—1,5,+ 0o[. On note o = 0,1
un point fixe de f, autrement dit f(a) = a. On pose uy = 0 et u; = 0,1 et, pour tout
n €N, U1 = f(u,). Démontrez que, pour tout n € N, u,, € u,,; < .

On considére la suite (u, )nen+ définie par u; = 3 et, pour tout entier naturel n = 1,
Upsq = 0,9u,, + 1,3. Démontrez que u,, = 13 — % x 0,9".

Soit (v, )neyn suite définie par : vy = 0,1 et, pour tout entier naturel n, v,., = 1,6v,, —
l,ﬁvi. On considére f : x - 1,6z — 176502. Etudiez la monotonie de f sur [07%] puis
démontrez par récurrence que 0 < v,, € V11 < %

Soit (pn)nen* la suite définie par p; = 1 p,y1 = 0,2p, + 0,6, quel que soit n € N.
Démontrez que, pour tout entier naturel n, p,, = 0,75 + 0,25 X O,Qn_l.

Soit (v,,)pen une suite définie par vy = 6 X 10*' et, pour tout nombre entier naturel n,
Vpe1 = 0,9950, + 1,5 X 10"?. Démontrez que quel que soit n € N, 0 < v,,1 < v,.

On définie la suite (u,, ) pen Par ug = 5 et pour tout entier naturel n, u, .1 = % (un + %)

Aprés voir démontré que f : x — % (x + %) est croissante sur [v11, + o[, démontrez

que u, = U,y = V11 pour tout entier naturel n.
On considére la suite (a,)nen telle que ag = 1700 et a,,4; = 0,75a, + 300. Démontrez
que pour tout n € N, 1200 < a,,,; < a,, < 1700.

On considére la suite (u, ),en définie par ug = 8 et, pour tout entier naturel n, u, . =
6up+2 6x+2

= i e
- Montrez que la fonction f : x s

est strictement croissante sur [0, + oo[.

Déduisez-en que pour tout entier naturel n, u,, > 2.

On consideére la suite (u,, ),ey définie par ug = 3 et u,,; = du,, —4n — 3. Démontrez que
u, =n+ 1.

On considére la suite (u, )nen telle que ug = 0 et pour tout entier naturel n, wu,,; =
—up—4 —z—4
Un+3 x+3
puis que pour tout entier naturel n, —2 < u, 1 < U,.

. Démontrez que la fonction f : x +— est strictement croissante sur ]—3,+ oo[

Uy =

I ol=

o |

Uyt (1 + %) Uu,, pour tout entier n =1

Montrez que pour tout entier naturel non nul n, u,, = ei,,



n) On étudie la suite (u, ),y définie par ug = 0,3 et par la relation de récurrence, pour
tout entier naturel n : u,,.; = 2u,, (1 —u, ). Démontrez que la fonction f : z  2z(1—z)
est strictement croissante sur [O,%] puis montrez que 0 < u,, < U,iq <

0) Soit la suite (uy,),en définie par ug = 0 et, pour tout n € N, u,4q
Montrez que pour tout n € N, u,, = 2n.

(LY.

5u,, — 8n + 6.

IIT Reécurrence double.

Théoréme 2. Soit Z(n) une proposition dépendant d’un entier naturel n. Si les deux
assertions suivantes sont vraies
(i) 2(0) et Z(1) sont vraies,
(ii) quel que soit n € N, si #(n) et Z(n + 1) sont vraies alors, Z(n + 2) est aussi vraie,
alors les assertions Z2(n) sont vraies pour tous les entiers naturels n.
Remarques.
1. Ce résultat permet de démontrer des résultats portants sur des suites définies par des
récurrences d’ordre deux, c’est-a-dire liant w,,, , 41 €t U, o.
2. Ce résultat est aussi utilisé pour des suites dont les termes d’ordres pairs et impairs
sont différents.

Ug =1 et upio = =3upy1 — 2u,.

IDE O On considére la suite (u,,),en+ définie par u,
Démontrez que pour tout n € N, u,, = (=2)" =3 x (=1)".
On considére la suite (u,, )pen définie par ug = uy = 4 et up,o = gunﬂ - gun
Conjecturez I'expression de u,, en fonction de n puis démontrez-la.

m travail libre 1 sur la suite de Fibonacci.

Montrez que la suite (u, ) définie par ug = %, u; = 3 et, pour tout n = 0,

_ up-—1

est bien définie et périodique.

IV  Récurrence forte.

Théoréme 3. Soit Z(n) une proposition dépendant d’un entier naturel n. Si les deux
assertions suivantes sont vraies
(i) 2(0) est vraie,
(i1) quel que soit n € N, si pour tout k € [0,n], Z2(k) est vrai alors, Z(n + 1) est aussi
vraie,
alors les assertions Z(n) sont vraies pour tous les entiers naturels n.
uy = 3

. Démontrez que : Vn € N*, u,, = 3n.
Vn € N*7 Up+1 = % Z:=1 Ug d o

Exercice 6. SO {

V Exercices.

IH'GYatecW@ Montrer que les propositions suivantes sont vraies pour tout entier naturel n.

a) 2" 4+ 3% est divisible par 5. b) 3°"*% — 2 est divisible par 7.
c) n® — n est divisible par 3. d) 4" — 1 - 3n est divisible par 9.
e) 7x 3 +4 est divisible par 11.


http://unemainlavelautre.net/0ieme/travaux_libres/0ieme_travail_libre_01_suite_de_fibonacci.pdf

Soit (uy,),en+ la suite définie par uy = 0 et, pour n € N : u,,; = %un + 3.
Démontrez, pour tout entier naturel n, que : u,, =5 (1 - (%)n)

Soit (wy,),en+ la suite définie par u; = 5 et, pour n 2 2 : w, = 2u, | —n.
Démontrez, pour tout entier naturel non nul n, que : u,, = 2(2"71 +1)+n.

Soit (u,),ey la suite définie par ug = 2 et, pour n € N : u,; = 3u, +n + 1.

Démontrez, pour tout entier naturel n, que : u,, = % x 3" — 2 - %

1D GGt MO On considére la suite (u,,) définie sur N par : ug = i et u,41 = bu,, —1. Calculez
les trois premiers termes de la suite (u, ). Conjecturez son expression explicite. Démontrez
la.

IDEGMPA On définit par récurrence la factorielle d’un entier naturel n et que 1’on note
n! de la fagon suivante : 0! =1 et (n + 1)! = n! X (n + 1). Démontrez que pour tout entier n
supérieur ou égale & 1, n! =1 X -+ Xn.

Montrez par récurrence que la suite (u,, ) ey définie par u,.q = %un + 1, pour
tout n € N et uy = —2 est croissante.

IDEOOIPEN Montrez par récurrence que la suite (u,),en définie par w, .1 = /u,, pour
tout n € N et ug = 2020 est décroissante.

IDCIOIMEN Montrez par récurrence que la suite (u,, ), ey définie par u,,,; = , pour

2
3—u,
tout n € N et ug = 1,8 est bornée par 1 et 2 et décroissante.

IDEBGM On considére la proposition suivante : Z2(n) : « 9 divise 10" + 1 ».

1. Démontrez, pour tout n € N, que : si &(n) est vraie, alors Z(n + 1) est vraie.
Qu’en est-il de Z2(0), 2(1), Z(2) et 2(3) 7 Que semble-t-il légitime de conjecturer ?
Montrez que, pour tout n € N : 9 divise 10" — 1.

Déduisez-en a 'aide d’un raisonnement par I’absurde que, pour tout n € N, la propo-
sition & (n) est fausse.

N

n

+1)(2n +1 - +1)7
IHSol-BVM Montrez que : Ziz = % et Zi?’ = [TL(RT)] pour tout
i=0 i=0

entier naturel n.
On consideére la suite (¢,,) définie pour tout entier naturel n par : t5 = 0 et

pour tout entier naturel n, t,,,4 =, + D) La proposition : « pour tout entier naturel

n, t, = —— » est-elle vraie ou fausse ?
) n n+1

IH OOl  Soit / un intervalle ou une réunion d’intervalles de R et f une fonction
définie sur I. Montrez que, si la fonction f vérifie la propriété : & : « pour tout = €
I, f(xz) € I », alors on peut définir sur N la suite numérique (u,,) de la fagon suivante :
ug € 1
{ Up1 = f(u,), pour tout n € N.
« Pour tout n € N, u,, € I.
IO Soient f : [ — [ une fonction une fonction croissante, ug € I et (u,) la
suite définie par pour tout n € N, u,,; = f(u,). Démontrez que, si uy = u,, alors (u,,) est
décroissante. )
Soit S,, = Y y_, k. Considérons la propriété Z(n) : S, = % (n + %) . Démon-
trez que cette propriété est héréditaire mais qu’elle n’est I;as vraie pour tout n € N.

De plus, la suite numérique (u,,) vérifie la propriété :

n--n

IDEROIOPM  Soit (u,),ey une suite définie par : u,, =

1. Calculez les cing premiers termes de la suite.

Donnez l'expression de u,,,; — u,, en fonction de n.
Etudiez la monotonie de la suite (u, )pen-

Montrez que pour tout entier n € N, u,, est un entier.

W



IDCNGIPRM Bac 2024. On considére la fonction f définie sur Uintervalle [0;1] par f(z) =
2ze ". On admet que la fonction f est dérivable sur I'intervalle [0;1].
1. Résoudre sur 'intervalle [0;1] I'équation f(z) = z.
2. (a) Nécessite la fonction logam'thme népérien. Démontrer que, pour tout x apparte-
nant a Pintervalle [0;1], f'(z) = 2(1 — z)e™
(b) Donner le tableau de variations de la fonction f sur Pintervalle [0;1].
On considére la suite (u,,) définie par uy = 0,1 et pour tout entier naturel n, u, .1 = f(u,).

3. (a) Démontrer par récurrence que, pour tout n entier naturel, 0 < u,, < t,,1 < 1.
(b) En déduire que la suite (u,,) est croissante et bornée.

IDCOPLE BAC 2024. On considére la fonction g définie sur Uintervalle [0; 1] par g(z) =

2w — 2°.

1. Montrer que la fonction g est strictement croissante sur l'intervalle [0;1] et préciser
les valeurs de g(0) et de g(1).

| =

Ug

2 pour tout entier naturel n.
Unp+1 = g(un)

On considére la suite (u,,) définie par {
2. Calculer u; et us,.
3. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a : 0 < u,, < tU,4; < 1.
4. En déduire que la suite (u,,),ey €st croissante et bornée.

VI Corrections.

Exercice 1.

a) up = 1208 f:x - 05z+0,4 est une fonction affine croissante donc, si p, = 0,8 alors
f(pn)zf(os)_o5><08+04 0,8.

b) 2x0,9°—3=-1=ug. f:azm 09203 Siu,=2x09"—3alors f(u,) = f(2x0,9" —3) =
0,9% (2x0,9" -3)-0,3=2x0,9""" - 3.

¢) f est croissante donc si uy, € upyy S @ alors f(uy) < f(une1) < fla) = a.

d) 13- 130 x0,9' = 3 = uy. Notons fiaxr~092+13. Siu, =13- 100 x 0,9 alors f(uy,) =
f(13 100 %0 9”) =13- 200 x 0,9"*.

e) vy = 0, 1 et v1 = 0,16 — 0016 = 0,094 donc 0 € vy < vy < % flz) = 1,62 — 1,6:52 =
-1 6(w —-x+ i) lf = -1 6(1 - 5) 14’16 donc f est strictement croissante sur [0,%]. Si

0 < vy, S vp41 € 5 alors par croissance de f @ f(0) < f(vn) € f(vps1) < f (%) On peut conclure

avec f(0) =0 et f(%) =04 < %

£) 0,75+0,25%x02" ' =1=p = f:azm020+0,6.Sipus = f(pn) = £(0,75+0,25x0,2" 1) =
0,2 x (0,75 + 0,25 x 0,2" 1) + 0,6.

g) vo = 6x10%" et vy = 0,995 x (6 x 10%1) + 1,5 x 10" = 5,985 x 10%' donc 0 < vy41 <
frax~ 0,99z +1,5X% 10 est une fonction affine strictement croissante donc, si 0 S v,41 < Uy,
alors f(0) < f(vn+1) < f(vn)-

h) ug =5et uy = %(5+%) = % donc ug = uy = V11 car 3 < V11 < % flz) = %(x+11—1) est
crmssante sur [r + oo[ par étude de la dérivée. Si u,, = u,4q = 0 alors f(u,) = f(une1) =

-

Upy

i) = 1700 et a1 = 1575 donc 1200 < ay < ag < 1700. f : & — 0,752 + 300 est une fonction

aﬂﬁne strictement croissant donc si 1200 € ap41 S @y < 1700 alors f(1200) < f(ap+1) < f(ay) <
f(1700) et on conclue avec f(1200) = 1200 et f(1700) = 1575.
j) uwg=8>2.f:xm % est strictement croissante sur [0, + oo[ par étude du signe de la dérivée.

Si u, > 2 alors f(u,) > f(2) =2.



k) ug=320+1.Siu, 2n=1+1alors bu, 25(n+1),5u, —4n—-326m+5—-4n+3=n+1.

1) wp =0et u = 00+34 = —% pour tout entier naturel n, u,y1 = 7::;34. firaxw _;J:;
strictement croissante sur ] — 3, + oo[ par étude du signe de la dérivée. Si =2 < u, 11 < Uy,
1 . 1 1 1

m) T =u Siuy = — alors g(1+ )un=g(1+;)§ = Sfﬂ

n) f:xz - 2x(1—x) est strictement croissante sur 0,% du fait de la forme canonique du trinéme.

up = 0,3 et uy = 0,42. Si 0 < uy < upyy < 5 alors f(0) < f(un) < fluper) < F(3) et £(0) =0
1) _ 1
et f(3)=3-

0) up=022x0.Siu, =2n alors 5u, = 10n puis 5u, —8n+6 = 10n —8n + 6 = 2n + 2.

est

Exercice 2. ug = (=2)" =3x(=1") =l et up = (-2)* =3 x (-1)? = 1.

Supposons u, = (-2)" =3 x (1) et w1 = (=2)"" =3 x (- D" U0 = —3((-2)"*"! —3x
(1)) = 2((=2)" =3 x (-1)") = (=2)"7 = 3 x (1),
Exercice 3. uy =2 >< 4-= X 4 = 4. La suite semble constante égale & 4. 1, 1o = 74 - §4 4.
Exercice 4. Des elements de correction.
Exercice 5. ug >0 et ug > 0. Si wp_q1 >0 et u, >0 alors uy,q = 21

OGN u; = 3 X 1. Soit n € N*. Supposons que Yk € [1,n], up = 3k. Upyy =
2y =2y 3k =0 x Mt 2 305 4 1),

n

Exercice 6.
1.

2(n+1)+4 +33(n+1)+2 _ 2n+5 + 53n+5

—9x 2'n.+4 33n+5
Astuce :

2(n+1)+4 + 33(n+1)+2 —9x 2n+4Jr2 % :52577+2_2 X 33n+2 + 33n+5

=9 (2n+433n+2) —92x 33n+2 + 33 % 33n+2
n+4,3n+2 3n+2

=2(2"3%"2) 4 (24 3%) x3

n+4 ,3n+2

=2(2"13%M2) 4 25 x 372

25 est divisible par 5 et, d’aprés I’hypothése de récurrence 2" 4332 oot divisible par 5 donc
(n+1)+4 3(n+1)+2 P
2 +3 est divisible par 5.
2.
36(n+1)+2 _9- 36 x 36n+2 _9
=30 x (35" —2)+3%x2-2
=30 % (3" —2)+3%x2-2
=3% % (3" — 2) + 7 x 208

3. Version bréve : (n—1)n(n+ 1) est le produit de trois entiers consécutifs et I'un de ces facteurs
est forcément multiple de 3.

(n+1)3—(n+1)=n3+3n2+3n+1—n—1
=n3—n+3(n2—n)

Or 3('rL2 —n) est divisible par 3 et, d’aprés I’hypothése de récurrence, n® = n est divisible par
3 donc (n + 1)3 — (n+ 1) est divisible par 3.

4" o3+ 1) =4x4" —1-3(n+1)
=4x(4"-1-3n)+4+12n-1-3(n+1)
=4x (4" =1-3n)+9n
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5(n+1)

7x3 +4=7x3"x3"" +4

=3" x(Tx3""+4)-3°x4+4
=37 x (7% 3" +4) — 968
=3%x (7x3"" +4)-88x 11

Exercice 7. Par définition de (uy, )nen :
2
Up+1 = g’un +3 (1)
Or, d’aprés ’hypothése de récurrence :
2 n
w=s(1-(3))
donc, en remplagant u,, dans I’égalité (1) on obtient :

SRS

A ce stade nous avons obtenu une formule explicite de u,,,1. Mais la présentation n’est pas tout a
fait celle désirée. Modifions-la.

5 5
2 n+1
:5—5X(3)
2 n+1
=5x1 )X(g)

|

ot
—_

—

|
—
[SA{N ]
~
3
T
=
~

Exercice 8. Par définition de (u, )pen* :
Un+1 =2un_(n+1) (1)

Cette formule de récurrence a été obtenue en remplacant n pa n+ 1 dans la formule de I’énoncé :
pas de difficulté puisque cette formule est vraie pour tout n = 1.
Or, d’aprés I’hypothése de récurrence :

n—1

u, =2(2"7 4 1)+,
donc, en remplagant u,, dans I’égalité (1) on obtient :

Unsr =2[(2"7 1) + 0] - (n+1)
=2x2x2" 44+ 2m-n—1
=2x2"+2+n
=22"+1)+n

Exercice 9. Par définition de (uy, )nen* : Uns1 = 2u, +n+1  (1).
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Or, d’aprés I'hypothése de récurrence : u,, = 14—1 x 3" — % - %, donc, en remplacant u,, dans
I’égalité (1) on obtient :
11 3 n
W41 :3|:Z ><3n—1—§:|+n+1
11 nt1t 93
=g X 3 g g tnt 1
11 nel 3 6 3n
= X3 o - -5 +n+l
11 ntl 3 3 3n 2n 2
=T X3 "33 3 tats
_ 11 ntl 3 —3-3n+2n+2
=g X3 gt
_ 11 n+1 3 -n-—1
= TX?’ 1t
I T
=TX3 T1T 32
Exercice 10.
* ug = uq =’LL2=i.
* (u,,) semble étre constante égale a %.

* Démonstration par récurrence. u,,+1 = 5u,,—1. D’aprés I’hypothése de récurrence : u,, 41 = 5X i -1=
1

I
Exercice 11. 1'=1. (n+1)!=n!xn+1)=1x---xnxn+1)=1x---x(n+1).
Exercice 12. ug = -2 < uy = % X (=2)+1=0.Siu, < u,4 alors, z - %:r + 1 étant croissante,

1
2
Exercice 13. wug = 2020 = V452 = 2025 = v/2020 = u;. Si uy, = u,4 alors, z + /T étant décroissante
sur Ry, i, = Jun1-
. _ 2 _
Exercice 14. uy = 18 =
2 <2
»3-1 T B-up+l  3-u, - 3-2°
Exercice 15.
110" 41=10x(10"+1)-10+1=10% (10" +1) = 9.
2. 10°+1=2,10" +1=11, 10 + 1 = 101 et 10® + 1 = 1001.
3. 10" = 1=10(10" =1) + 10— 1 = 10(10" = 1) + 9.
4. Soit n € N.
Démontrons en raisonnant par Pabsurde que #(n) est fausse.
Supposons que 10" + 1 est divisible par 9. Donc il existe k € Z tel que 10" + 1 = 9k.
D’autre part, d’aprés les questions précédentes 10" — 1 es divisible par 9 donc il existe p € Z
tel que 10" — 1 = 9p.
On en déduit successivement :

U, +1< %unﬂ + 1.

donc 1 S uj Swug. Sil<upe Su, <2alors, z e ﬁ étant croissante

N @l

sur ] — 00,3[

10" +1- (10" —1) = 9k — 9p
2=9(k - p)

Donc 2 est divisible par 9 ce qui est absurde car : 0 < 2 < 9.

Nous avons démontré par I’absurde que 1071 nest pas divisible par 9, et ce,
quel que soit n € N.

Exercice 16.
* Quelques éléments pour 1’hérédité.
Z(n + 1) est une égalité, donc de la forme A = B. Pour la démontrer nous transformer 1’écriture
de A et de B en montrant A = C' et B = C pour conclure A = B.
. n+l .2 _ 2 noo.2 _ 2 n(n+1)(2n+1) _ 6(n+1)2+n(n+1)(2n+1) _
D’une part : y ;i = (n+1)"+Y i = (n+1) + 5 = & =

6(n’+2n+1)+(n*+n)(2n+1) _ 6n2+12n+6+2n>+n>+2n%+n _ 20°+9n>+13n+6
6 = 6 = 6 )
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d’autre part :

(n+1)((n+1)+1)(2(n+1)+1) _ (n+1)(n+2)(2n+3) _ (n2+3n+2)(2n+3) _ 2n3+3n2+6n2+9n+4n+6 _
6 = 6 = 6 = 6 =
2n°+9n%+13n+6
6
e 2
donc, par transitivite, (n+1)" + Y [ i
Ainsi Z(n + 1) est vraie.

2 _ (n+1)((n+1)+1)(2(n+1)+1)
5 .

* Pour démontrer I’hérédité il faut établir une égalité A = B. Nous allons partir de B et en dévelop-
pant astucieusement faire apparaitre A.
(n+1)(n+1)+1) 1% _ [ (n+1)(n+2) 1> _ [ (n+)n+(n+1)27% _ [ n(n+1) 2
[ r ] - [ X ] - ! =2t g (1)
2
En développant avec une identité remarquable : |:(n+1)((;+1)+1)] = [ "(”H)} +n(n+1)(n+1)+
(n+1)%
2 .
D’aprés I’hypothése de récurrence : [w} =n(n+ 1)2 +1x(n+ 1)2 +) 0 i,
2
En factorisant : [w} =(n+1)n+1)%+ Yo P =(n+1)°+ Yo i* = Z::Bl i%.
: _ n_ _ 1 _ n_ 1 n(n+l)+1
Exercice 17. to = g37. Sit, = Jlty alors tny =ty + miD(n+2) - il T D me2) T (neDnr2)
n+l

n+2"°
Exercice 18. Par récurrence, pour tout n € N, u,, € I et donc f(u,,) existe.
Exercice 19. On démontre par récurrence que w, = Up41-
Exercice 20. D’une part S, +n+1= 1 ( +l)2+ +1=3n+ln+lin+1=1n+3n4+2=
. une pa ;n =5(n+3 n =sn +gn+tgtn =gn +sn+ g =
1 2 9y _ 1 3 —
5(71 +3n + Z)—g(n+ 2) =S,+1-
1 1
S() * 5 (0 + 5) .
Exercice 21.
1. uO:O,ulz[), UQ:2, U3:8,’U,4:20.
2. Ups1 —Up =n+ 1.
3. Ups1 — Uy =n+ 1 >0 donc suite strictement croissante.
4. Voir ci-dessus.
Exercice 22.
1. 2ze "=z = 2(2e *—1)=0= 2z =0 ouz = In(2).
2. (a) f=wuvavecu(z) =2z et v(z)=e¢"
(b) e“>0et1—2>0e x<1donc

x

T 0 1
7 + 0
-1
e
f /
0

3. (a) up =2x 0,101 = eo% X 0,1 >1=mug. Si0<u, <ty <1 alors £(0) € f(uy) <
f(ups1) < f(1) car f est strictement croissante sur [0;1] et on conclue avec f(0) =0 et
f()y=e'<1

(b) Immeédiat.
Exercice 23.

1. g(z) =—(2® =2z +1)+1=—(z—1)? + 1 donc g est strictement croissante sur [0;1]. g(0) = 0

et de g(l) =1.

2. Uy = Z 16"

3. 0 <wug <wup <1.8Si O < U, < Upyp < 1, g étant strictement croissante sur [0;1], alors

f(0) < flun) < flups1) < f(1).

4. Immédiat.

15

et ug =

wlw
E\w

12



	Logique: propositions, assertions.
	Le théorème du raisonnement par récurrence.
	Récurrence double.
	Récurrence forte.
	Exercices.
	Corrections.

