Produit scalaire et équation cartésienne.

Produit scalaire et équation cartésienne.

I Produit scalaire dans le plan (rappel).

1 Le produit scalaire a partir de la projection orthogonale.

Définition 1

Soient, :

. £ un plan euclidien,

. A, B et C trois points du plan £,

. H le projeté orthogonal de C sur (AB).

— — —_— —
Nous appellerons produit scalaire de AB et AC' le nombre réel noté AB - AC'

défini par

—_— —_—
- AH x AB si AH et AB sont de méme sens,
AB . AC = — —_

—AH X AB si AH et AB sont de sens opposé.

Proposition 1 - Produit scalaire et norme.

—_— —

Si A et B sont des points du plan affine euclidien, alors ||1TB)||2 = AB - AB.

2 Caractérisation du produit scalaire avec le cosinus et la norme.

Proposition 2 - Caractérisation du produit scalaire avec normes et angles.

Soient A, B, et C' des points du plan.

I

AB - AC = || AB|| x || AC|| x cos (BAC).

3 Orthogonalité.

Définition 2

Deux vecteurs u et v sont dits orthogonaux si et seulement si v - v = 0.
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Proposition 3 - Orthogonalité et perpendicularité dans le plan.

Si A, B, E et I' sont des points distincts deux & deux du plan alors
—_— —_—
(EF) si et seulement si AB est orthogonal & EF

: (AB) L

4 Des propriétés algébriques du produit scalaire.

Proposition 4 - Propriétés algébriques du produit scalaire.

. - - — 4
Soient u, v et w des vecteurs, A un nombre réel.

() u-T=7-74.

i) 2-(V+w0)="-T+U-W
(i) (W+70)-w="-W+7-w.
(v) M7 -0)=(\u) -0 =7 - (\D).

5 Caractérisation du produit scalaire avec des coordonnées.

Proposition 5

Soient :
rdiard
. (O, 1,7 ) un repére orthonormé du plan,

—
u

—
u

I U
W = xx +yy.

- -
un vecteur du plan de coordonnées (;) dans la base orthonormée ( 7,7 )

— . ZE, , (2
. v un vecteur du plan de coordonnées | , | dans la base orthonormée ( i,7 )
Y

Corollaire 1

-2-
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Soient :

- - . .
. (O, 1,7 ) un repére orthonormé du plan,

- [z , (o=
.« un vecteur du plan de coordonnées Y dans la base orthonormée ( 1,7 ),

)

I
T rdiard
I 1,7

. ¥ un vecteur du plan de coordonnées ( ) dans la base orthonormée (

. - ! !
U et U sont orthogonaux si et seulement si zx + yy = 0.

Corollaire 2

Soient :

rdiad
. (O, 1,7 ) un repére orthonormé du plan,

- x - -
. u un vecteur du plan de coordonnées y dans la base orthonormée ( i,] )

S

T =2ty = 17

6 Caractérisation du produit scalaire par la norme.

Corollaire 3 - identités remarquables.

Soient U et ¥ deux vecteurs du plan.

@) 117+ 217 = I +22 - T + 171"
(i) 1% =2I* = 120" - 2% - T + 171",
(i) (7 -7)- (@ +72) =121 - 12"

Corollaire 4 - Identités de polarisation.

Soient u et ¥ deux vecteurs du plan.

0 77 =117 +TI - 1T - 171).
() 7 = L(IRI°+ 1T - 17 - 20°).
() 7-T =212+ TN - 12 -7I).

-3-


http://unemainlavelautre.net/0ieme.html

Produit scalaire et équation cartésienne.

IT Vecteur normal & une droite du plan.

Soient 2 une droite et 7 un vecteur du plan.

. — N . L=, .

Nous dirons que 7 est un vecteur normal a 2 si et seulement si m # 0 et qu’il
. . wd ol -

existe un vecteur directeur, u, de Z tel que u et n sont orthogonaux.

Proposition 6 - Une caractérisation.

. . — -
Soient 2 une droite, u et 7 deux vecteurs non nuls du plan.

Nous dirons que 72 est normal & 2 si et seulement si est orthogonal & tout
vecteur directeur &.

Proposition 7 - Caractérisation d’une droite par point et vecteur normal.

Soient :

. 2 une droite du plan,
. Ae 9,
. M un point du plan.

=
. n une vecteur non nul.

. rur AN
M € 9 si et seulement si AM - n = 0.

Proposition 8 - Vecteur normal & une droite remarquable.

Soient :

- -
. (O, 1,7 ) un repére orthonormé du plan,
. 2 une droite du plan,

. a et b des réels a et b n’étant pas simultanément nuls,

—
. 1 une vecteur non nul.

Il existe ¢ € R tel que Z admet ax + by + ¢ = 0 pour équation cartésienne si et

seulement si 7 (Z) est normal & 2.

4
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III Distance d’un point & une droite dans le plan.

Proposition 9 - Distance d’un point & une droite dans un repére orthonormé.

Soient, :
ardiayd
. (O, 1,] ) un repére orthonormé du plan,
. A un point du plan de coordonnées (x 4,14),

. 2 une droite du plan dont une équation cartésienne est ax + by +c¢ =0 (a et
b non tous deux nuls).

La distance de A & & est

laz 4 + by + |

HAD) = = s

IV  Produit scalaire dans 1’espace.

1 Définition, généralisation, caractérisation.

Proposition 10 - caractérisation du produit scalaire par norme et angle.

. - -
Soient u et v des vecteurs de ’espace.

2T = TN X 2] % cos (2.7).

2 Orthogonalité.

Définition 4

Soient :

— —
. u et v deux vecteurs de I’espace.

u et v sont dits orthogonaux si et seulement si w - v = 0.

3 Base orthonormeée, repére orthonormeé.

Définition 5
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(i) On appelle base orthonormale de l’espace tout triplet (7,7,?) de trois

- -
vecteurs de 'espace tel que 77 =7k = 7 k=0 et ||7|| = ||7|| =

Y
&1

=

(ii) On appelle repére orthonormal de l’espace tout quadruplet (O;?,?,k)

N . - -
ou O est un point et ( 1,7 ,k) une base orthonormale.

4 Coordonnées

Proposition 11 - Caractérisation du produit scalaire avec des coordonnées.

-
. (O; 1,] ,k) un repére de ’espace,

T T2
— —
. U1| Y1 | et uqgl| yo | deux vecteurs de I’espace.
21 z2

-

Uy - Uy = 21T + Y1Y2 + 2122.

Proposition 12 - Caractérisation de la norme par les coordonnées.

Soient :
- =
. (O; 1

N
, ,k) un repére de l'espace,

T
- )
. u |y | un vecteur de ’espace.
z

||'L_i|| = \/1:2 + y2 + 22,

Corollaire 5 - Distance euclidienne dans 1’espace.

-6-
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Soient :
- = -
. (O; 1,7 Jc) un repére orthonormé de l’espace,

. A(za,ya,24) et B(xp,yp,zp) deux points de l’espace.

AB = \/(JﬂA —a)* + (ya —yp)* + (24 — 28)*.

5 Propriétés.

Proposition 13 - Forme bilinéaire symétrique.

Soient :
- = —
. u, v et w des vecteurs de ’espace,

. «a et B des réels.

—
Y

(a7

(commutativité ou symétrie).

-
U
Bw) =at -V + B4 - w (bilinéarite).

(i)
(i)

—
u
—
u

+ <l

6 Identités de polarisation.

Corollaire 6 - identités remarquables.

Soient U et ¥ deux vecteurs du plan.

() 117+ 207 = [20° +22 - T + 1B
(@) 17 - = 1ITI° - 2% -7 + 120
(i) (Z-2)- (2 +7) = 1201° - I 7

Proposition 14 - Caractérisation du produit scalaire par les identités de polarisa-
tion.

-7-
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Soient @ et ¥ deux vecteurs du plan.

) %7 = 217+ I - 1P - IB1°):
() 7 -7 = (IR + IB1° - 17 - 21%).
(i) 7-T =21+ TN - 17 - 7).

V Orthogonalité dans 1’espace affine.

1 Orthogonalité de deux droites.

Deux droites sont dites orthogonales si et seulement si un vecteur directeur de
I’une est orthogonal & un vecteur directeur de 'autre.

Proposition 15

Deux droites sont orthogonales si et seulement si tout vecteur directeur de I'une
est orthogonal & tout vecteur directeur de 'autre.

Proposition 16 - Propriétés affines de 'orthogonalités des droites dans ’espace.

(i) Deux droites sont orthogonales si et seulement si il existe une troisiéme
droite qui soit paralléle & I'une et perpendiculaire & 'autre.

(ii) Si deux droites sont paralléles alors toute droite orthogonale a 'une est
orthogonale & 'autre.

(iii) Si deux droites sont orthogonales alors toute droite paralléle & 'une est
orthogonale & ’autre.

(iv) Deux droites de I’espace sont perpendiculaires si et seulement si elles sont
orthogonales et coplanaires.

2 Orthogonalité d’une droite et d’un plan.

-8
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Une droite est dite orthogonale a un plan si un vecteur directeur de la droite
est orthogonal aux deux vecteurs d’une base du plan.

Proposition 17

Une droite est orthogonale & un plan si et seulement si tout vecteur directeur
de la droite est orthogonal & tout vecteur de la direction du plan

Proposition 18 - Propriétés affines de 'orthogonalité entre droite et plan.

(i) Une droite est orthogonale & un plan si et seulement si elle est orthogonale
4 deux droites sécantes de ce plan.

(ii) Si une droite est orthogonale & un plan alors elle est orthogonale a toute
droite de ce plan.

(iii) Si deux droites sont paralléles, alors tout plan orthogonal & l'une est
orthogonal & ’'autre.

(iv) Si deux plans sont paralléles, alors toute droite orthogonale a l'un est
orthogonale & ’autre.

(v) Si deux plans sont orthogonaux & une méme droite alors ils sont paralléles
entre eux.

3 Vecteur normal a un plan.

Nous dirons quun vecteur non nul n est normal a un plan & s’il existe une
base (i, g ) de & dont les vecteurs i et j sont orthogonaux & n.

Proposition 19

Un vecteur non nul est normal & un plan si et seulement si il est orthogonal a
tout vecteur de la direction de ce plan.

Proposition 20

-9-
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Etant donné un vecteur non nul 7 et un point A, il existe un unique plan normal
a 7n et passant par A.

Proposition 21

(i) Une droite est orthogonale & un plan si et seulement si un vecteur directeur
de cette droite est colinéaire & un vecteur normal & ce plan.

(ii) Un droite est paralléle & un plan si et seulement si un vecteur directeur
de cette droite est orthogonal & vecteur normal & ce plan.

(iii) Deux plans sont paralléles si et seulement si un vecteur normal a l'un est
colinéaire & un vecteur normal de 'autre.

4 Equations cartésiennes d’un plan.

Proposition 22 - Equations cartésiennes d’un plan.

Soit & un plan de l’espace

Z est 'ensemble des points M (x,y,2z) tels qu'il existe des réels a, b, c et d (avec
a, b et ¢ non tous nuls) pour lesquels ax + by + ¢z + d = 0.

Corollaire 7

Soient :

. a, b, cet d des réels a, b et ¢ étant non tous nuls.

a
Si az + by + ¢z + d = 0 est une équation cartésienne d’un plan & alors 7 | b

c
est un vecteur normal & 2.

5 Systéme d’équations cartésiennes d’une droite. &

Proposition 23

-10-


http://unemainlavelautre.net/0ieme.html

Produit scalaire et équation cartésienne.

Si les triplets (a;,b1,c1) et (as,bs,c0) ne sont pas proportionnels alors le systéme

ax+biy+ciz+d; =0
s +boy + coz +dy =0

caractérise une droite et il est appelé systéme d’équations cartésiennes de cette
droite.

6 Orthogonalité de deux plans.

Deux plans &, et &, sont dits orthogonauz (ou perpendiculaires) si et seule-
ment si I'un contient une droite qui est perpendiculaire & une droite de 'autre.

Proposition 24

Soient :

N
. &1 un plan de l'espace dont 71 est un vecteur normal,

. P, un plan de Iespace dont 775 est un vecteur normal.

P, et P, sont orthogonaux si et seulement si 72, et 75 sont orthogonaux.

VI Point et droite.

1 Projeté orthogonal d’un point sur une droite.

Soient, :
. M un point de I'espace,

. 2 un plan de 'espace.

Nous appellerons projeté orthogonal de M sur 2, le point H intersection de &
et du plan orthogonal & 2 passant par M.

-11-
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2 Distance d’un point a une droite.

Proposition 25

Le projeté orthogonal du point M sur la droite Z est le point de 2 le plus
proche de M.

VII Point et plan.

1 Projeté orthogonal d’un point sur un plan.

Définition 11

Soient :

. M un point de I'espace,

. £ un plan de 'espace.

Nous appellerons projeté orthogonal de M sur &2, le point H intersection de
P et de la droite orthogonale & & passant par M.

2 Distance d’un point a un plan.

Proposition 26

Le projeté orthogonal du point M sur le plan & est le point de & le plus
proche de M.

VIII Exercices.

-12-
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