
Produit scalaire dans l’espace.

Définition du produit scalaire dans l’espace.

Définition 1. Soit B = (i⃗,j⃗,k⃗) une base de l’espace. On appelle produit scalaire (eu-

clidien) l’opération qui à des vecteurs u⃗ (xu

yu
) et v⃗ (xv

yv
), dont les coordonnées sont données

relativement à la base B, associe le nombre u⃗ ⋅ v⃗ ∶= xuxv + yuyv + zuzv.
Exemples.

1. Si u⃗
⎛
⎜⎜
⎝

1
2
3

⎞
⎟⎟
⎠

et v⃗
⎛
⎜⎜
⎝

4
5
6

⎞
⎟⎟
⎠

alors u⃗ ⋅ v⃗ = 1 × 4 + 2 × 5 + 3 × 6 = 32.

Remarques.
1. Le produit scalaire étant un produit nous pourrons utiliser la notation puissance 2 :

u⃗ ⋅ u⃗ = u⃗
2.

Proposition 1. Soit B une base de l’espace. Le produit scalaire (euclidien) relativement
à cette base vérifie les propriétés suivantes :

(i) ∀λ ∈ R, ∀(u⃗,v⃗,w⃗) ∈ E⃗3

3
, (λu⃗ + v⃗) ⋅ w⃗ = λ(u⃗ ⋅ w⃗) + v⃗ ⋅ w⃗.

(ii) ∀(u⃗,v⃗) ∈ E⃗3

2
, u⃗ ⋅ v⃗ = v⃗ ⋅ u⃗.

(iii) ∀u⃗ ∈ E⃗3,u⃗ ⋅ u⃗ ⩾ 0.
(iv) ∀u⃗ ∈ E⃗3, (u⃗ ⋅ u⃗ = 0) ⇒ (u⃗ = 0⃗).
Démonstration. Sans difficulté mais fastidieuse à partir de la définition du produit scalaire.

Orthogonalité.

Définition 2. Soit B une base de l’espace et on considère le produit scalaire (euclidien)
relativement à cette base. Deux vecteurs u⃗ et v⃗ sont dits orthogonaux (pour ce produit
scalaire) si et seulement si u⃗ ⋅ v⃗ = 0.
Exemples.

1. Si u⃗
⎛
⎜⎜
⎝

1
2
3

⎞
⎟⎟
⎠

et v⃗
⎛
⎜⎜
⎝

2
−4
2

⎞
⎟⎟
⎠

alors u⃗ ⋅ v⃗ = 1× 2+ 2×−4+ 3× 2 = 0 donc u⃗ et v⃗ sont orthogonaux.

2. Si u⃗
⎛
⎜⎜
⎝

1
2
3

⎞
⎟⎟
⎠

et v⃗
⎛
⎜⎜
⎝

4
5
6

⎞
⎟⎟
⎠

alors u⃗ ⋅ v⃗ = 32 ≠ 0 donc u⃗ et v⃗ ne sont pas orthogonaux.

Définition 3. Soit B une base de l’espace et on considère le produit scalaire (euclidien)
relativement à cette base. Une base B

′
= (u⃗,v⃗,w⃗) de E⃗3 est dit orthogonale si et seulement si

les vecteurs de la base sont orthogonaux deux à deux : u⃗ ⋅ v⃗ = v⃗ ⋅ w⃗ = u⃗ ⋅ w⃗ = 0.
Exemples.

1. Soient u⃗
⎛
⎜⎜
⎝

3
2
−6

⎞
⎟⎟
⎠
, v⃗

⎛
⎜⎜
⎝

−2
9
1

⎞
⎟⎟
⎠

et w⃗
⎛
⎜⎜
⎝

1
2
−1

⎞
⎟⎟
⎠
. Si u⃗ ⋅ 0⃗ = 0, par contre u⃗ ⋅ w⃗ ≠ 0 donc (u⃗,v⃗,w⃗) ne

peut pas former une base orthogonale.

2. Soient u⃗
⎛
⎜⎜
⎝

1
1
0

⎞
⎟⎟
⎠
, v⃗

⎛
⎜⎜
⎝

1
−1
0

⎞
⎟⎟
⎠

et w⃗
⎛
⎜⎜
⎝

0
0
1

⎞
⎟⎟
⎠
. (u⃗,v⃗,w⃗) est une base orthogonale.

Proposition 2. Soit B une base de l’espace et on considère le produit scalaire (euclidien)
relativement à cette base. La base B est orthogonale pour le produit scalaire.
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Norme.

Définition 4. Soit B une base de l’espace. On considère le produit scalaire (euclidien)
relativement à cette base. On appelle norme de u⃗, et on note ∥u⃗∥, le nombre réel

√
u⃗ ⋅ u⃗.

Remarques.
1. On peut aussi le noter : ∥u⃗∥ =

√
u⃗2. Cette expression n’est pas sans ambiguïté : le

carré ne correspond pas à la même opération que la racine carrée.
Proposition 3. On considère l’espace vectoriel E⃗3 muni d’une base B = (i⃗,j⃗,k⃗)

(i) Si u⃗
⎛
⎜⎜
⎝

x
y
z

⎞
⎟⎟
⎠

alors ∥u⃗∥ =

√
x2 + y2 + z2.

(ii) ∀u⃗ ∈ E⃗3, ∥u⃗∥ ⩾ 0.
(iii) ∀u⃗ ∈ E⃗3, (∥u⃗∥ = 0) ⇒ (u⃗ = 0).
Démonstration. Sans difficulté à partir de notre définition du produit scalaire.

Proposition 4. On considère l’espace E3 muni d’un produit scalaire relatif à une base
B = (i⃗,j⃗,k⃗) et O un point. Soient A(xA,yA,zA) et B(xB ,yB ,zB) deux points dont les coor-
données sont relatives au repère (O; i⃗,j⃗,k⃗). ÂÂÂÂÂÂ

−−→
AB

ÂÂÂÂÂÂ = AB.
Remarques.

1. En toute rigueur :
ÂÂÂÂÂÂ
−−→
AB

ÂÂÂÂÂÂ = d(A,B) où d est la distance associée au produit scalaire
(mais pas forcément la distance au sens où nous l’entendons).

2. La norme se confond avec la distance.
3. Nous retrouvons la formule vue en deux dimensions :

AB =

√
(xB − xA)2 + (yB − yA)2 + (zB − zA)2.

Définition 5. Soit B une base de l’espace et on considère le produit scalaire (euclidien)
relativement à cette base. Une base B

′
= (u⃗,v⃗,w⃗) de E⃗3 est dite orthonormale si et seulement

si elle est orthogonale et que les vecteurs de la base sont de norme 1 : ∥u⃗∥ = ∥v⃗∥ = ∥w⃗∥ = 1.

Exemples.

1. Soient u⃗
⎛
⎜⎜
⎝

1
1
0

⎞
⎟⎟
⎠
, v⃗

⎛
⎜⎜
⎝

1
−1
0

⎞
⎟⎟
⎠

et w⃗
⎛
⎜⎜
⎝

0
0
1

⎞
⎟⎟
⎠
. (u⃗,v⃗,w⃗) est une base orthogonale mais pas orthonormale.

2. La base canonique est orthonormale.
Remarques.

1. Par définition les bases orthonormales sont orthogonales. La réciproque n’est pas vraie.
Proposition 5. Soit B une base de l’espace et on considère le produit scalaire (euclidien)

relativement à cette base. La base B est orthonormale pour le produit scalaire.

Produit scalaire et angles.

Proposition 6. On considère l’espace E3 muni d’un produit scalaire. Si u⃗ et v⃗ sont des
éléments de E⃗3 alors u⃗ ⋅ v⃗ = ∥u⃗∥ × ∥v⃗∥ cos (u⃗,v⃗).
Remarques.

1. Nous utiliserons le plus souvent ce résultat pour calculer un angle.
2. Nous utiliserons le plus souvent une notation affine :

−−→
AB ⋅

−−→
AC = AB×AC×cos (B̂AC).

Exemples.
1. Soient A(1; 0; 2), B(−2,0, − 1) et C(0; 1; 2). Calculons ÂBC. AB = 3

√
2 et BC =

√
14

et
−−→
AB ⋅

−−→
BC = −3 × 2 + 0 × 1 + (−3) × 3 = −15 donc cos ( 3

√
2
√
14

−15
).
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Formules de polarisation.

Nous avons vu que la norme se définit à partir du produit scalaire. Est-il possible de
retrouver le produit scalaire à partir de la norme ? La réponse est oui.

Proposition 7. On considère l’espace E3 muni d’un produit scalaire relatif à une base
B = (i⃗,j⃗,k⃗). Soient u⃗ et v⃗ des éléments de E⃗3.

(i) u⃗ ⋅ v⃗ =
1

2
(∥u⃗ + v⃗∥2 − ∥u⃗∥2 − ∥v⃗∥2).

(ii) u⃗ ⋅ v⃗ =
1

2
(∥u⃗∥2 + ∥v⃗∥2 − ∥u⃗ − v⃗∥2).

(iii) u⃗ ⋅ v⃗ =
1

4
(∥u⃗ + v⃗∥2 − ∥u⃗ − v⃗∥2).

Démonstration.
(i)

∥u⃗ + v⃗∥2
= (u⃗ + v⃗) ⋅ (u⃗ + v⃗)
= u⃗ ⋅ u⃗ + u⃗ ⋅ v⃗ + v⃗ ⋅ u⃗ + v⃗ ⋅ v⃗

= ∥u⃗∥2
+ 2u⃗ ⋅ v⃗ + ∥v⃗∥2

Nous avons une sorte d’identité remarquable avec le produit scalaire. La première iden-
tité e polarisation en découle.

(ii) La seconde s’obtient en développant ∥u⃗ − v⃗∥2.
(iii) S’obtient en sommant membre à membre les deux précédentes identités de polarisation.
Remarques.

1. Du point de vu théorique les identités de polarisation montre qu’il est équivalent d’avoir
une norme ou d’avoir un produit scalaire. L’un peut se retrouver à partir de l’autre.

Projeté orthogonal d’un point sur une droite.

Proposition 8. Soient A et B des points distincts de l’espace E3 muni d’un produit
scalaire, u⃗ ∈ E⃗3 et d la droite dont un repère est (B,u⃗). Il existe un unique point H de d tel
que

−−→
AH ⋅

−−→
HB = 0.

Remarques.
1. Le point H est alors appelé le projeté orthogonal de A sur d.
2. H est l’intersection de D et du plan orthogonal à D passant par M .
Proposition 9. Soient A et B des points distincts de l’espace E3 muni d’un produit

scalaire, u⃗ ∈ E⃗3 et d la droite dont un repère est (B,u⃗). Si H est le projeté orthogonal de A

sur d alors H est le point de d qui minimise la distance à A et AH =
ÂÂÂÂÂÂ
−−→
AB −

−−−→
AB⋅u⃗
∥u⃗∥2 u⃗

ÂÂÂÂÂÂ.
Remarques.

1. On dit que AH est la distance de A à d.
2. Le projeté orthogonal du point M sur la droite D est le point de D le plus proche de

M .
EXERCICE 1. Soit D la droite passant par le point A(1;−2; 1) et de vecteur directeur

−→u
⎛
⎜⎜
⎝

−3
1
4

⎞
⎟⎟
⎠
. Déterminez les coordonnées du point H, projeté orthogonal du point B(−15;−10; 4)

sur la droite D .

EXERCICE 2. Soit D la droite dont une représentation paramétrique est D ∶

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

x = 1 + t
y = 2 − t
z = 4 + 2t

.

Montrez qu’il existe un unique point H de D tel que la distance entre l’origine du repère O
et H est minimale. Montrez que (OH) et D sont perpendiculaires.
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Exercices.

EXERCICE 3. Dans le cube ABCDEFGH d’arête de longueur a calculez les produits
scalaires :

−−→
AB ⋅

−−→
EH,

−−→
EH ⋅

−−→
CB et

−−→
HC ⋅

−−→
EB.

EXERCICE 4. Dans un repère orthonormal de l’espace démontrez que les vecteurs −→u
⎛
⎜⎜
⎝

2
−1
3

⎞
⎟⎟
⎠

et −→v
⎛
⎜⎜
⎝

4
14
2

⎞
⎟⎟
⎠

sont orthogonaux.

EXERCICE 5. L’espace est rapporté à un repère orthonormé (O;
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ). On considère les

points A(1,7, − 2), B(4,6, − 5) et C(3,1,2).
1. Justifiez que

−−→
AB et

−−→
AC sont orthogonaux.

2. Qu’en déduisez-vous pour le triangle ABC.
EXERCICE 6. Dans l’espace muni d’un repère orthonormé on considère les points A(4,−2,0),
B(6,4, − 2) et C(12,6,0). Quelle la nature du triangle ABC ?
EXERCICE 7. Le plan étant rapporté à une repère orthonormé (O;

−→
i ,
−→
j ,
−→
k ) A(3,2,1),

B(−2,1,5) et C(1,0,1). Déterminez une valeur approchée au degré près de ÂBC.
EXERCICE 8. ABCDEFGH est un pavé droit tel que AB = 5, AD = 3 et AE = 2.

1. Justifiez que (EC) et (AG) sont sécantes en un point M .
2. (a) Justifiez que (A; 1

5

−−→
AB, 1

3

−−→
AD, 1

2

−−→
AE) est un repère orthonormé de l’espace.

(b) Déterminer, dans ce repère, les coordonnées des points G, M et C.
3. Calculer la mesure de l’angle ĜMC au degré près.

EXERCICE 9. Soit ABCD un losange de centre O tel que AC = 6 et BD = 8. Calculez les
produits scalaires suivants.

−−→
AC ⋅

−−→
AO.a)

−−→
AC ⋅

−−→
AD.b)

−−→
BD ⋅

−−→
AO.c)

−−→
BC ⋅

−−→
AD.d)

−−→
AD ⋅

−−→
OC.e)

EXERCICE 10.
1. Soit E l’espace muni d’un repère orthonormal (O; i⃗,j⃗,k⃗). Déterminez la nature de

l’ensemble (S1) des points M(x,y,z) de l’espace tels que : x2+y
2+z

2+2x−6y−2 = 0.
2. Soient les points A(2, − 1; 3) et B(4; 1; 3).

(a) Déterminez une équation de l’ensemble (S2) des points M(x,y,z) de l’espace tels
que :

−−−→
MA ⋅

−−−→
MB = 0.

(b) Précisez la nature de l’ensemble (S2).
3. Plus généralement, dans l’espace, soient A et B deux points distincts. On cherche à

déterminer l’ensemble des points M de l’espace tels que :
−−−→
MA ⋅

−−−→
MB = 0.

(a) Soit Ile milieu du segment [AB], montrez que pour tout point M ,
−−−→
MA ⋅

−−−→
MB =

MI
2 − AB

2

4
.

(b) Déduisez-en que l’ensemble des points M de l’espace tels que
−−−→
MA ⋅

−−−→
MB = 0 est

une sphère dont on précisera le centre, le rayon et un diamètre.
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