Vecteurs de 1’espace, combinaisons linéaires, bases.

Espace vectoriel euclidien.

Comme dans le plan nous pouvons définir des vecteurs comme le déplacement associé a
une translation mais dans un espace a trois dimensions. Comme trois points sont toujours
contenus dans un plan un grand nombre de résultats du plan se retrouvent dans l’espace.

Définition 1. On appelle espace vectoriel euclidien et on note & ’ensemble formé de
tous les vecteurs de 'espace.

Remarques.
1. On retrouve dans cet espace les opérations d’addition de vecteurs et de multiplication
d’un vecteur par un nombre réel (appelé scalaire).
.- - . - " -
2. Siu = AB on dit que AB est un représentant de u.
| . —_— — —
3. On retrouve également la relation de Chasles : AB + BC' = AC.
4. L’identité du parallélogramme : ABCD est un parallélogramme si et seulement si
] -
AB+ AD = AC.
5. La notion de colinéarité est toujours valable.

Combinaisons linéaires.

Définition 2. Soient n € N, (ay,...,a,,) € R", )0y,...,0,) € E™. Le vecteur oy, +
<o+ a,n est appelé une combinaison linéaire des vecteurs vy, ..., v,,.
Exemples.
1. Si u et v sont des vecteurs alors —3u + 20 est une combinaison linéaire des vecteurs u
et .
2. 47— lf + 7k est une combinaison linéaire des vecteurs i, ; et k.

5
3. 41 est aussi une combinaison linéaire (avec un unique vecteur).

4. 0 est aussi une combinaison linéaire.

Remarques.

1. La définition de combinaison linéaire est valable pour les vecteurs du plan.

2. La combinaison linéaire est le calcul fondamental pour ’étude des vecteurs.

Dans les exercices lorsqu’on parle d’un parallélépipéde rectangle, ou un cube, ABCDEFGH
vous pourrez raisonner sur la figure suivante. Les points qui ne sont pas de sommets les mi-
lieux des arétes.
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On attend des éléves qu’ils soient capables de lire des informations vectorielles sur une
figure en perspective cavaliére.
EXERCICE 1. Démontrez les égalités de vecteurs de l'espace.

—_— — — —— P — e e —
a) AB-CD - AC = DB. b) AB- DB+ DE = AE.
— — e — g —_— — — -
¢) BE+CB-DE=CD. d) BD-CA+CB-AD =0.
s — — —_— — —_— — — —_— -
e) CB-CA+BD = AD f) AC+BD+CE+DA+EB=0

Exercice 1. Avec la relation de Chasles.
EXERCICE 2. On considére la figure plane suivante.

Donnez un autre représentant de chacun des vecteurs proposés.

a) AB. b) DF. ) GH. d) DC. e) BH. f) DH.
— — —
g) FC. h) HA. i) IE.
Exercice 2.
a) AB = HI, b) DE =CA ©) G =FD.
d) DC = HE. e) BH = AG. f) DH = BF.
g) FC =GD. h) HA=1IB. i) TE = DB.

EXERCICE 3. On considére un parallélépipéde rectangle (pavé droit) ABCDEFGH. Don-
nez, sans justification, d’autres représentants des vecteurs suivants.

— — —_— — P —
a) AB. b) CA. c) AE. d) CF. e) FB. f) CG.
— — — — — —
g) CD. h) CH. i) BH. i) GD. k) GH. 1) DB.
— — — — — —
m) HF. n) EF. o) DF. p) DE. q) BG. r) AF.
s) BE. t) HD. u) HB. v) AH. w) GA. x) AD.
—
y) CB.
Exercice 3.
w) AB=DF. b) CA-GE, ©) AE=CC, d) CF = DE.
© FE=FA 0 CG=DH  » CB=BA W CH-BE
i) BH =7. j) GD=FA. k) GH =CD. ) DB=HF.
m) HE = DB, n) EF = AB. o) DF =7. p) DE=CF.
a) BG = AH. r) AF = DC. s) BE=CH. t) HD=FB.
u) P_I_Bi=7__) v) AH = BG. w) GA =7 x) AD = BC.
y) CB=DA.

EXERCICE 4. On considére un parallélépipéde rectangle ABCDEFGH. Exprimez les
sommes de vecteurs suivantes sous forme d’un seul représentant faisant intervenir uniquement
les points de la figure.



a) AB+ BC +CG.
—_— — —
d) AD +CF + HG.

Exercice 4.

a) AB+ BC + CG = AG.
—_— — P —_—

¢) DG+GF+CD =CF.

e) BF+EG+ FEA-=".

c) DG +GF + CD.

b) AE + EF + FH.
—_— — —
f) AD+ BC + GF.

— — —
e) BF + EG + FA.

b) AE+ EF+ FH = AH.

—_— —_— — —_—
d) AD+CF+ HG = AF.
f) AD+ BC + GF = AD.

EXERCICE 5. On considére un parallélépipéde rectangle ABCDFEFGH. Simplifiez les
sommes suivantes sous forme d’un seul représentant. Vous pourrez utiliser l’identité du pa-
rallélogramme.
—_— — —_— — —_— — —_— — —_— —
a) AB+ AD. b) FE+ FH. ¢) DH+ DC. d) GC + GH. e) AD + AF.
em e — = —
f) GC+GE g) GF + AB. h) FB+ FH
Exercice 5.

a) AB+AD = AC.
d) GC+GH =GD.

_—
g) GF+AB=GB.

P— E— —_—
¢) DH+DC = DG.

b) FE+FH =2FQ.
f) GC+GE=GA

e) AD+ AF = AC.
- — —
h) FB+FH =FD

EXERCICE 6. On considére un cube ABCDEFGH. Simplifiez la combinaison linéaire sous
e — — —_—
forme d’un unique représentant. Exemple : —2- QM +1-EF +1-FB = MK.

—_— —_— —
b) DK + IS +TP.
— e
d) CB+2-UP.
— e g
f) 2-HQ+2-HP+ FD.

_ > = —
b) DK +IS+TP=DP.
— _— —
d) CB+2-UP = DF.
— —_— = —
f) 2-HQ+2-HP+FD=HD.

EXERCICE 7. On considére un cube ABCDEFGH. Exprimez le vecteur 4 en fonction des
vecteurs v, w et éventuellement s dans les cas suivants. Exemple : AF =1-AB +1- BE est

. - -, . . . ’, . I e - —_—
une expression de u = AF comme combinaison linéaire des vecteurs v = AB et w = BF'.

- —_— - 4 -
a) u=AC,v=ABetw
- —_— o -
¢) u=DG,v=ABetw
e) u=MI,v=Al et w
g) u=AC,v=ABetw
- e AN 4 -
i) u=HF,v=AB,w=
- —_— -
k) u=DS,v=LR, w=
Exercice 7.
a) i=AC,7=AB et w =
U =10+ lw.

— L, =, — L —
= AD. b) wu=BD,v=AD et w= BA.
= AE. d) i=FC, 7 =AD et @ = HD.

— L — . — L —
=GT. f) u=QM,v=HEFE et w=EF.

— L =, =, — I ——
= AFE. h) u=AC,v=AB, w=AD et s=CD.
ADet5=AE. j) 4=AP,3=1B, % =DLet3=CT.
—_— L — L, =, = L, @ — L —
EH et s = AK. ) u=PB,v=UK,w=AFets=HE.
AD. b) 4 =BD, 7 =AD et % = BA.

U=-1v+ 1w
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- - - - - —_— - —_—
¢) u=DG,v=ABetw=AF d) u=FC,v=AD et w=HD.
U =10 + 1w. U =10 + 1.
- —_— —_> - —_— . _— e - ——d
e) u=MI,v=Al et w=GT. f) u=QM,v=HF etw=FEF.
U =00+ 2w. U= 23+ L.
- —_— - —_— - —_— - L a2 —_— - —_— - —_—
g) u=AC,v=ABetw=AE. h) u=DJ,v=AB,w=AD et s=CD
Impossible. =10 - L.
. L =, =, = L = . L= 2 S — Y
i) u=HF,v=AB,w=AD ets=AFE. j) u=AP,v=IB,w=DLets=CT
u=10—1w+0s u =10 — 20w + 25.
- —_— —_— - —_— - —_— . —_— —_— - —_— - —_—
k) u=DS,v=KS, w=EQets=AK ) u=PB,v=UK,w=AF et s=DL
=10 - 20 + 15 =15 - L+ 25
EXERCICE 8.

Indépendance linéaire.

Définition 3. Pour n € N, nous dirons que des vecteurs vy, ..., v,, de & sont linéairement
indépendants si la seule combinaison linéaire de ces vecteurs qui égale le vecteur nul est
obtenue avec des coefficients tous nuls.

Remarques.
1. Autrement dit pour que les vecteurs soient linéairement indépendants il faut que :
s’il existe des nombres a;, .., a, tels que a,v; + +-+ + a,v, = 0 alors, forcément,
ay=-+--=a, =0.

2. Cette définition technique signifie que les vecteurs contiennent des directions diffé-
rentes, qu'aucun des deux (resp. trois) vecteurs ne peut étre retiré sans une perte de
possibilité de déplacement.

Exemples.
1. Les vecteurs u, u et u ne sont pas linéairement indépendants puisque, par exemple :
2-u—1-u-1-u=0.
2. Les vecteurs 4, v et W = —t — v ne sont pas linéairement indépendants car : 1 -4 + 1 -

o+ 1-w=0.
3. Si ABCDEFGH est un cube non réduit a un point alors (et nous 'admettrons pour
Pinstant) zﬁ, ZB et ﬁ sont des vecteurs linéairement indépendants.

Proposition 1. Deux vecteurs ne sont pas linéairement indépendants si et seulement
s’ils sont colinéaires.
Démonstration. Supposons les vecteurs u et v non linéairement indépendants. S’il existe
des réels A\ et p dont I'un au moins est non nul, par exemple A, et tel que A\ + pv = 0 alors

u = -5 donc u et v sont colinéaires.
La réciproque est du méme tonneau.
Exemples.

1. Soit I le milieu d’un segment [ AB]. ﬁ = %;4—5 donc AJ et ;4—5 ne sont pas linéairement

indépendant puisque colinéaires.
2.

Vecteur directeur d’une droite.

Pour des raisons pédagogiques (éviter le cours ne soit trop long et trop décousu) nous
admettrons dés maintenant des résultats qui seront vus plus loin dans la lecon : les points et
les vecteurs de 'espace admettent trois coordonnées de la méme facon que dans les plans il
n’en admettent que deux.



Définition 4. Soient A et B deux points de ’espace &. On appelle droite (AB) I’ensemble
des points M de 'espace & tels que AM est colinéaire a ﬁ
Remarques.
. . e =g
1. Autrement dit (AB) est I’ensemble des points M tels que : 3k € R, AM = kAB. On

dit que AM = kAB, pour tout k € R, est une représentation paramétrique vectorielle

de (AB).
Définition 5. Soient A € & et 4 € & tel que u # 0. On appelle droite passant par A et
de vecteur directeur u la droite (AB) ot B est I'image de A par la translation de vecteur u.
Le couple (A; 1) est appelé un repére de la droite (AB).
Exemples.

1. Soient A et B deux points distincts de 1’espace. (A; ﬁ) et (B; —3B_1)4) sont des repéres

de la droite (AB).

Proposition 2. Soient A € & et u € & tel que @ # 0. Notons 2 la droite passant par A
et de vecteur directeur u. Si C' € 2 alors il existe un unique k € R tel que /Ta = ku.
Remarques.

1. k est appelé Uabscisse de C' dans le repére (A;u).

2. L’ensemble des points M du plan tels que AM = M ot A € R est la droite de re-

pére (A;u); on parle de représentation paramétrique vectorielle. De cette égalité entre
Tar = ATg + T4
vecteurs on déduit trois égalités entre les coordonnées : {4 Yy = Aya+ya , A €ER
Zy = AZg + 2
qu’on appelle une représentation paramétrique de la droite dont un repére est (A;u).
Il est clair que toute droite admet une représentation paramétrique (et la réciproque
est également vraie) et que cette représentation paramétrique n’est pas unique.
Exemples.
— — o —
1. Soient A, B et C trois points de ’espace tels que 2AB — 3AC = 0. AB et AC sont

colinéaires puisque A_B) = SA_C) et donc A, B et C sont alignés. De plus I'abscisse de
B dans le repére (A; AC ) est % Celle de A dans le méme repére est 0. L’abscisse de
B dans le repeére (C;E) est %

EXERCICE 9.

I~y
<y

Donnez sans justification ’abscisse du point dans le repére.

a) B dans (4;u). b) H dans (B;0). ¢) G dans (D;2u).
d) E dans (F;2v). e) A dans (D;2v).
EXERCICE 10. On considére un pavé droit ABCDEFGH. Dans chaque cas décrivez par

deux points la droite dont on donne un repére. Exemple : la droite dont un repére est (A; A—I:)
est la droite (AL).

a) (4;DC). b) (H;TJ). ) (M;UD).

d) (K;BE). e) (A; Al + AE). f) (B;HM + HD).

&) (S;AD +GI). h) (GFE+TC). ) (LKU+1KP).
i) (G;KL+KJ). k) (I; DK + AD + CG). 1) (F;UD+ MA + 3BS).

ot



Exercice 10.

8 tEh) by (HA- o) (MI). d) (KU). e) (AM).
fk)) %}353 %; EFQGU)).' h) ETU;. i) §,E), ¥ (GF).

EXERCICE 11.
EXERCICE 12. Donnez une représentation paramétrique de la droite A de &3 définie par :

1 2
a) A(-1,-21)etu| 2 |, b) A(1,0,0) et u|—1],
-3 4
0 VT
¢) A(17,37,0) et u|1 |, d) A(100;2,4;-2) et |3 ><2102 ,
O 2
e) A(2,34) et B(=2,6,5), £) A6, —2,1) et B(1,2, - 1,
g) A(57770) et B(07172), h) A(17273) et B(_2727 )7
i) A(0,-1,1) et B(0,2,1), jg A(2,0,4) et B(1,0,3),
k) A(1,-1,0) et B(0,2,0), 1) A(0,0,3) et B(0,0, - 2),

EXERCICE 13. Donnez un vecteur directeur et deux points des droites dont les représenta-
tions paramétriques sont données :

-2t +2 x = 1

t—2 c) y = —-t—-3

r = 3t+1 T
a) y y = 2t-3 b) 5 vy
z —4t + 2 z 6t + 3 z = t+2
T
Yy
z

2t
3t—3
4

EXERCICE 14. Déterminez les points d’intersection des droites d; et dy dont on donne des
représentations paramétriques.

r = 2 +1 r = 4y -5

a) dlz{y = 1 +1 ,ti €R et dgz{y = —ty+T7 ,ty €ER.
z = —4t; +2 z = =2,—4
r = =t +2 T = ly—=2

b) dlt{y = t1+3 ,t;€R et dg:{y = =3ty +1 ,t, eR.
z = t z = ty+1

EXERCICE 15. Dans chaque dites si le point A appartient a la droite d.

x =2t+1
a) A(11,-37,15)etd:5 vy =-Tt—-2 ,teR.
z =3t
r =4t-3
b) A(13,—6712)etd:{y =-3t+6 ,teR.
z =5t-10
r =t+1
c) A(138,-138,13) etd:{ y =—-t—-1 teR.
z =12
r =-5
d) A(-5,-21,50) et d:{ y =3t ,teR.
z =-Tt+1



Exercice 15.

Oui pour ¢ = 5.
Non : 13 =4t -3 < T = 4 mais 12 = 5t — 10 < t = 22

c) Non :sizg =12 alors z4 # 13.
d —21—3t<=»t——7or—7><( 7)+1—50d0ncou1

T &
NaNatd

Direction d’un plan.

Définition 6. Soient A, B et C trois points de l'espace &. On appelle plan (ABC)
. . ‘ — o . — -
Pensemble des points M de & tels que AM soit une combinaison linéaire de AB et AC.
Exemples.

. . — - ==
1. Soit ABCDEFGH un pavé droit. J € (AID) car AJ = 2AI + ;AD.

EXERCICE 16. Donnez dans chaque cas un quatriéme point du plan proposé. Par exemple,
pour (ABC) le point D convient : D € (ABC).

a) (DEF). b) (HCD). ¢) (EFB). d) (BCF). e) (FHG).
£) (UJT). g) (PRM). h) (LBS). i) (MJI). i) (DNH).
K) (NGT). ) (PQN). m) (RQM). n) (USR). o) (HRT).

Exercice 16.

a) C e (DEF). b) G € (HCD). c) Ae(EFB). d G € (BCF).
e) Me(FHG). L e (UJT). g) U € (PRM). Q € LBS).
i) Ne(MJI): j J € (DNH). k) S e (NGT). 1) € (PQN).
m) ? € (RQM). n) T € (USR). o) B € (HRT)

EXERCICE 17. Donnez quatre points non coplanaires du cube ABCDEFGH.
Définition 7. Soient A, B et C trois points distincts deux a deux et non alignés. On

appelle direction du plan (ABC) tout couple (u,v) de vecteurs non nuls tel que :
(i) u et v sont linéairement indépendants (non colinéaires),
(ii) les images de A par les translations de vecteurs u et v sont des points appartenant &
(ABC).
Remarques.

1. Tout plan (ABC') de I'espace admet au moins une direction : (E,A—(:’) car les points
sont distincts deux a deux et non alignés.
2. On appelle vecteur du plan (ABC') toute combinaison linéaire de vecteurs d’une de ss
direction.
EXERCICE 18. Lisez sur la figure la décomposition en combinaison linéaire du vecteur
— —_— - —
proposé sur la direction donnée. Par exemple, pour AC et (AB ,AD), on peut écrire : AC' =
—_—
AB + AD.
—_— —
) IK et (AB,AD .
— — —
g) BJet(DH,QC).

e —_— — — _— P —_— —
¢) DUet(AB,AD). f) FPet(DADC). h) IM et (AB,AE ).

— — — e — —
a) AK et (AB,AD). b) DBetéAB,AD .
—_— —_— —
i) BHet(BG,BA).

d) LB et EA—’B,E :

EXERCICE 19.



Donnez au moins deux directions non triviales des plans suivants. Exemple : pour le plan
e S Cem = —y
(ABQC), (AB,C’B) est une base triviale, (A0,0C) n’est pas une base mais (OA,OD) est
une base qui convient.
a) (ODJ). b) (BCJ). ¢) (ADK). d) (SDC). e) (DOC).
f) (ABS).
Proposition 3. Soient % = (u,v) une direction d’un plan & et A € &.Si M € & il

existe un unique couple de nombres réels, (z,y), tel que Zz\7 = 2u + yo.
Remarques.
1. Le couple (z,y) est appelé les coordonnées de M. x est appelé abscisse et y ordonnée.
2. L’écriture AM = U + YU est une représentation paramétrique vectorielle du plan. En
considérant les coordonnées nous obtenons une représentation paramétrique du plan :
Ty = AT + pry + T4
Y = Na +pys +ya , (\u) € R?. Celle-ci fait intervenir deux paramétres. S’il
Zv = AZg +pzg + za
peut arriver que nous la rencontrions nous n’en ferons pas un grand usage.
Définition 8. Soient &2 un plan de &, A € & et & = (u,v) une direction de Z. La
3-liste (A;u,0) est appelée un repére du plan (ABC).
Remarques.
1. Un plan peut étre défini par trois points distincts deux & deux et non alignés ou la
donnée d’un repére.

EXERCICE 20. Nommez par trois points distincts deux & deux et non alignés, le plan dont
—_— —

on donne un point et une base. Par exemple pour A et (DU,AB)7 le plan est (ABR), ou

(ASF).

—_— — _— — — — —_— —
a) Set (SN,AD). b) S et LU,DC). ¢) Det (GT,US). d) M et (EQ,HP .

—_— —5 — — — —5 — —
e) K et (NM,BS). £) Uet UE,UP). g) M et (UH,KB). h) D et (UM,GT .

8



) Uet (SG.HS).

Exercice 20.

a) (BFC). b) (NRS). ¢) (URT). d) (MFGQ). e) (KPL).
£y (UEP). g) (HMT). h) (DUM). i) (UBT).
Base de 1’espace.

Définition 9. Soient u, v et w des vecteurs de ’espace vectoriel &. Nous dirons que
(u,0,%) est une base de & si et seulement si u, v et w sont linéairement indépendants.
Remarques.

1. L’utilisation des parenthéses n’est pas anodine : (u,v,w) et (v,u,w) sont deux bases

différentes.

2. Les vecteurs d’'une base doivent permettre de se déplacer dans toutes les directions de
I’espace.

3. Si 3 vecteurs de ’espace ne sont pas linéairement indépendants on dit que ce sont des
vecteurs coplanaires. Cette dénomination indique qu’ils ne permettent pas d’atteindre
tous les points de ’espace et qu’ils permettent au mieux de se déplacer dans un plan.

Proposition 4. Soit # = (u,0,w) une base de &. Etant donné un vecteur § de I’espace
il existe une unique 3-liste (z,y,2) telle que s = xu + yv + zw.
Remarques.

1. L’unique 3-liste est appelée les coordonnées de s.

2. x est appelé 'abscisse, y 1’ordonnée ou profondeur et z la cote ou la hauteur.

3. Les coordonnées d’un vecteur se notent usuellement en colonne.

4. C’est seulement a cette étape de la lecon que nous établissons que les vecteurs de

I'espace se décrivent avec trois coordonnées.

Exemples.
1/2
e e T S NI
1. Soit un pavé droit ABCDEFGH. Dans la base (AB,AC,AE), ap| 1
1

EXERCICE 21. On considére un pavé droit ABCDEFGH. Dites si les 3-listes proposées
sont des bases de ’espace.

—_— = = B e Ty —> e = — = —
a) AL,CJ,BS). b) (KD,BC,BF). ¢ DI,DC,PE). d) R[,RM,@.
—_— — —5 —_— — ——> —_— —— —_— —
e) DL,DB,DH). f) (KG.KT.KU). g FI,FM,FH). h) BA,BD,NL).
i) XEE?CT@)
EXERCICE 22. Donnez 5 bases distinctes du parallélépipéde rectangle ABCDEFGH.
EXERCICE 23. On considére un parallélépipéde rectangle ABCDEFGH. Les autres points
sont les milieux des arétes. Donnez a chaque fois les coordonnées du vecteur dans la base
proposée.
— —_— — — —_— —_— — — — —_— — —
a) AG et (AB,AD,AE . b) DBet (HD,HE,HG). ) DH et (BA,BD,BF).
& AN et (ABABAL). o QM e (ABADAE). 1) PJ e (1BADAE)

EXERCICE 24. Dites si les vecteurs u et v sont colinéaires ou pas dans les cas suivants.



1 3 1 -8 ™ v 1 0
a) u|—2|etv|1l| b) u|2|etv|—-16|. ¢) u|l 1 |etv| 7 |- d) u|l|etv|O0]
3 1 7 =57 NG T 1 0

Exercice 24.
a
b

i

3 mais —2 X 3 # 1 donc pas colinéaires.
) = —8 mais 7 X (—8) # 57 donc pas colinéaires.
onc colinéaires.

X3 =
X (=

SESF

U

Ou.
1 -1 0

EXERCICE 25. Soient 4|2 |, v| 0 |et w| 1| des vecteurs de l’espace relativement & une
0 1 1

base . Les vecteurs u, v et w constituent-ils une base de 1'espace ?
Exercice 25.

r -y = 0
2x + z = 0.
y + =z = 0
Avec calculatrice une unique solution z =y = z = 0.
1 -1 4
EXERCICE 26. Soient w|2|, v| 1 |etw]|—1|des vecteurs de I’espace relativement a une
3 1 2

base Z. Les vecteurs u, v et w constituent-ils une base de 1'espace ?

Exercice 26. Ils constltuent une base de l’espace si et seulement si ils sont linéairement indépendants.
Soit (z,y,2) € R tel que zU + YU + zw = 0.
Autrement dit en considérant les coordonnées :

r - y + 4z =
2 + y - =z = 0.
3z + y + 2z = 0
En échelonnant : Ly — Lo — 2L et Ly = L3y — 3L,
x - y + 4z = 0
3y — 92 = 0.
49y - 10z = 0
zr - y + 4z = 0
Puis : L3 - 3L3 - 4L2 3y - 9z = 0 .
6z = 0

Puis en substituant : z =y =z =0.

Les vecteurs sont donc linéairement indépendants et donc forment une base de I’espace.

Définition 10. Soient £ = (u,v,w) une base de & et Aun point de I’espace. La 4-liste
(Asu,0,0) est appelée un repere de espace & .

Si M est un point de Iespace on appelle coordonnées de M dans le repére (A:w,v.0) les
coordonnées du vecteur W dans la base 4.
Remarques.

1. Les coordonnées de M et H)/[ sont égales. On dira que m est le vecteur position de M
dans le repére. En mécanique l'utilisation du vecteur position plutdét que du point est
importante : la dérivée du vecteur position est le vecteur vitesse, la dérivée du vecteur
vitesse est le vecteur accélération or le vecteur accélération est (presque) homogeéne a
une force donc un vecteur.

2. On retrouve les résultats déja connus sur les vecteurs du plan : les coordonnées de la
somme de vecteurs sont les sommes des coordonnées et les coordonnées d’un vecteur
multiplié par un nombre sont les coordonnées multipliées par ce nombre.

3. Les coordonnées d’un point se notent usuellement en ligne.
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4. Ce n’est qu’a cette étape de la legon que nous voyons que des points de ’espace se
décrivent avec trois coordonnées.

EXERCICE 27. On considére une pavé droit ABCDEFGH. Donnez les coordonnées du
point dans le repére proposé.
—_— — — —_— — —
a) D dans (A; AB,AD,AF ). b) G dans (A; AB,AD,AFE ).
—_— — — —_— e —
c¢) K dans (A; AB,AD,AE ). d) D dans (A; AE,AD,AB).
Exercice 27.
a)
Proposition 5. Soient % = (A;u,0,w) un repére de 'espace &, M et P deux points
de lespace dont les coordonnées relativement a % sont respectivement (y,yar,2ar) €t
i R
(zp,yp,zp). Les coordonnées de M P relativement a la base (u,v,w) de l'espace vectoriel
& sont (Tp — Tar,Yp = Yarr2p = Zar)-
e —_—
Démonstration. MP =—-AM + AP.

2 -1
EXERCICE 28. Soient A(3, -2, —4), B(4,-3,-2), 4| —-1|et | 0
0 2

—_— - -
1. Déterminez les coordonnées du point M tel que AM = u + v.
—_— - -
2. Les vecteurs AB, u et v sont-ils liés 7
Exercice 28.

- - nd - - nd = . . . . . P N .
AB =u+v & AB —u—wv =0, il existe doc une combinaison linéaire & coefficients non tous
nuls qui égale le vecteur nul, donc la famille est liée.

EXERCICE 29. Soient A(1,2,3), B(2,0,3), et C(6,3,8) des points de I’espace rapporté a un

2 -1 0
repére, | —1 | et v| 0 |et w|—3 | des vecteurs de I’espace.
0 3 1

1. Démontrez que les vecteurs u, v et w sont linéairement indépendants.

2. Déterminez «, 3 et vy tels que : AB = ad + B + yw.

3. Déterminez a', B’ et 'y' tels que : 56’ =du+ ,3'6 + 7’1[5.

4. Déduisez-en les coordonnées du point C dans le repére (A;u,v,w).
EXERCICE 30. On considére les points A(1,2,3), B(-1,1,4) et C(3,5, — 2) dans un re-
pére (O,I,J,K). Déterminez les coordonnées du point D telles que ABC D soit un parallélo-
gramme.
Exercice 30. z¢g—zp=a2p-z4 = 3-zp=-1-1e2zp =5.

Yo —YD =YB—Ya = 5-yp=1-2=yp =6.

ZC —RZD = ZB —ZA <=>—2—ZD =4—3<=>ZD = -3.

D(5,6, - 3).

EXERCICE 31. On considére les points A(1,2,1), B(3, —1,2) et C(—1,3,4) dans un repére
(0,1,],K).
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1. Déterminez les coordonnées du milieu de [AC].
2. Déterminez les coordonnées de D telles que ABCD soit un parallélogramme.
Exercice 31. z¢g—zp=a2p-z4 <= -1-2zp=3-1<=2xp =-3.

Yyc-Yp =yYp—yYa =3 -yp =-1-2=yp =6.
zo—2p=zp—z2p=4-zp=2-1=2zp =3.

D(-3,6,3).

EXERCICE 32. Soient les points A(—1;4, — 3) et B(2;1;3) dans un repére (O,[,J,K).
Déterminez les coordonnées du point M vérifiant M A+ MB = %AB.
Exercice 32. TA—TpN +TB—T A= %(IB —a:A) =S -l-zy+l-xp = %(2 - (—3))
EXERCICE 33. On considére les points A(0,1,1), B(2,1,1), C(3,1,1) et D(1,1,1) dans un
repéere (O,1,J,K).
1. Démontrez que ABCD est un parallélogramme.
2. Soit F(2,2,4). Déterminez les coordonnées du point F' telles que ACEF soit un paral-
lélogramme.
3. Soient J le milieu de [E'F] et I le point tel que F' soit le milieu de [ AI']. Démontrez
que J est le milieu de [1C].
EXERCICE 34. Soient A(1,2,1), B(1,-1,1) et C(3,1,2) trois points de I’espace rapporté a
un repére. On note I le milieu de [ BC].

1. Déterminez les coordonnées du point G (centre de gravité du triangle ABC') défini par

AG = 241

2. On considére le point F(3,7,2). Déterminez les coordonnées du point F tel que ﬁ’ =
—
AB.

3. On note J le milieu de [ BE]. Les points G, J et F sont-ils alignés ?

Norme d’un vecteur.

Définition 11. Soient # une base de I’espace vectoriel £ ueé, (x,y,2) les coordonnées
de @ dans la base Z. On appelle norme (euclidienne) de u relativement & 2 le réel positif :
llull =
Exemples.

1.

Changement de base.
EXERCICE 35. Soient A(2,4,—1), B(3,1,2), C(1,0,1), D(3,2,1) et E(1,2,0).
1. Démontrez que les vecteurs ;4—5, 1_4—5' et ;1—5 ne sont pas liés.
—_— s —
2. Le repére (A; AB,AC,AD) peut-il étre un repére de ’espace 7

3. Déterminez les coordonnées du point M tel que AM = 2@ - 1?8’ O se situe le point
4. Déterminez a, 3, v tels que : AE = aAB + BAC + vAD. Quelles sont les coordonnées
—_—— —
de E dans le repére (A; AB,AC’,AD) ?
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