Fonction logarithme népérien.

L’objectif est ici de faire de In une fonction de référence dont les propriétés pourront étre
utilisées pour étudier d’autres fonctions.

Point de départ ’exponentielle.

Proposition 1. La fonction exponentielle réalise une bijection de R sur R}.
Démonstration. En effet exp est continue (puisque dérivable) et strictement croissante sur
R donc elle réalise une bijection de R sur exp(R) = R} (image continue d’un intrvalle).

Logarithme népérien, propriétés algébriques.

Définition 1. On appelle logarithme népérien et on note In Papplication de R} dans R
qui est la réciproque de la fonction exponentielle.
Remarques.
1. In se lit en épelant les lettres "l,n". Ainsi In(3) est a 'origine d’une fameuse guerre.
2. Siexp:x + y alors la fonction qui fera le lien réciproque y — x a sa courbe représen-
tative symétrique par rapport a la premiére bissectrice de celle exp.

Y
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3. Ainsi In est la fonction définie sur R} a valeurs dans R qui a chaque  €]0, + oo[ associe
I'unique nombre réel y tel que x = ev.

4. En utilisant la loi de composition des fonctions le précédent résultat devient : In o exp(x) =
z et expoln(x) = x.

Proposition 2. Vz € R}, @) = g et Va € R, In(e”) = x.

Démonstration. Par définition de In (c’est la réciproque de la bijection exp).
Proposition 3. In(1) =0 et In(e) = 1.
Démonstration. Puisque In est une bijection on a les équivalences =1 1In (eo) =
In(1) & 0 =1n(1).
De méme : e' =e < In (el) =In(e) & 1 = In(e).
Exemples.
1. e"=1e=In(e")=In(1) = z = 0.
2. e =14 = x = In(14).

EXERCICE 1. Résolvez dans R les équations suivantes.
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a) 2" —3=0. b) e —1=0. c) e’ =4
d) (ze —1)(e" +5) =0. e) —5e’ —10 = 0. f) 7—e5“=0.
g) e —1=0. h) " (e" —=9) =0. i) e* +3e" =0.
EXERCICE 2. Résolvez dans R les équations suivantes.
a) In(z) = 3. b) In(z) = -7.
¢) 2In(z)-1=0. d) (In(z)+5) (4In(z) —5) =0.
e) (In(z))* =9. f) In(z) = 5.
g) —6In(z)+3=0. h) In(z)(2In(z) = 7) = 0.
i) (In(z))® —1In(z) = 0. i) (In(z))® - 2(n(z))* = 0.

EXERCICE 3. Déterminez ensemble (le domaine) de définition de la fonction f dans les
cas suivants.

a) f(z)=In l). b) f(x)=In(z +1).

¢) f(z)=In %zﬂll) d) f(w)zln(§x+g).

e) f(z)=1In(z"). £) f(z)=In((z - 2)(3z - 4)).
g) f(z)=In(e" - 1). h) f(z)=1In(2z" =3z + 1).

i) f(z)=1In(z+1)+In(z” —4).
Exercice 3.

a) f(z) est définie si et seulement si i > 0.

2; =R},
b) Z; =]-1,+oo[.
c) Yy —J 00, — % U oo[.
d) 7y = _14’
e) 7y =R"
f) Qf_]— ,%[U]Q + ool.
g) @f =Ri.
h) @f:]—oo7%[u]l,+oo[.
i) Zy=T-1,+00[n(]-00,—2[ U ]2+ 00[) = ]2, + ool.

Propriétés algébriques.

Proposition 4. Soient (a,b) € (Ri)2, n € N.
(i) In(ab) = In(a) + In(b).

(ii) ln(%> = —1In(a).
(iii) In ( b) = In(a) - In(b).
(iv) ln(a )—nln(a)

v) In(a™") = —nlIn(a).
(i) In(a) = L In(a).

Démonstration.

(i) D’une part

exp (In(ab)) = ab,



d’autre part

exp (In(a) + In(b)) = exp (In(a)) X exp (In(b))
=ab

donc exp (In(ab)) = exp (In(a) + In(d)).

En composant par In ou en utilisant les résultats vus en premiére : In(ab) = In(a)+1In(b).

) In(a) +ln(i) = ln(ax %) =1In(1) = 0.

(iii) In (%) =In(a) +1n (%) =In(a) — In(b).

) Par récurrence.

) D’aprés (ii) et (iv).

(vi) In(a) = ln(ﬁ2) = 2In (Va).

Remarques.

1. On voit 'un des intéréts des logarithmes : transformer les multiplications en addition.

A une époque ou les outils de calcul informatiques n’existaient pas rmplacer une mul-
tiplication par une addition ne nombres plus petits qui plus est était trés apprécié. Les
mathématiciens disposaient de tableaux de valeurs du logarithme (appelés tables de
logarithme) et pour effectuer le calcul ab il faisaient I'addition In(a) + In(b) grace aux
valeurs de In(a) et In(b) indiquées dans le tableau puis il retrouvaitn Pantécédent de
cette somme grace aux tables logarithmiques.

2. Dans les années 1950, avant la généralisation de la calculatrice, les éléves utilisaient
une régle de logarithme comportant différents curseurs qui jouait le role de de table de
logarithme.

Le logarithme népérien tient son nom de 1’écossais Napier (francisé en Neper).

4. Le mathématicien Briggs développa le logarithme de base 10 qui est beaucoup utilisé
dans les sciences expérimentales. Vous pouvez trouver une autre lecon qui présente des
logarithmes de diverses bases.

5. Quel usage feront nous du logarithme népérien ? Trouver des antécédents par la fonction
exponentielle. Résoudre une équation dont I'inconnu est un exposant.

@

Exemples.
1. Résolvons dans R I’équation (E): In((3z —2)(z +5)) =1In (9 - 3962).
* Déterminons I’ensemble de définition, 25, de cette équation. L’équation n’a de sens
que si (3z—2)(z+5) > 0 et si 9—32°. Le trinome du second degré (3z —2)(z +5) de
coefficient dominant 3 est strictement positif sur ]—o0, — 5[U]§, + oo|:. Le trinébme du

second degré 9—32z” de coefficient dominant —3 est strictement positif sur ]—+/3,v/3[.
Enfin 75 = (]-o00, = 5[ U |2, + 0o[ ) n (1 - V3,v3[) = |2,V3[.

* Soit € Z5. Raisonnons par analyse synthése : supposons que x soit racine de E.

EXERCICE 4. Simplifiez les nombres suivants pour les écrire en fonction de In(3) unique-
ment.

a) In(9). b) ln(%). c) In(3V3). d) In(36) —21n(2).

EXERCICE 5. Simplifiez les nombres suivants pour les écrire en fonction de In(2) et In(5)
uniquement.

a) In(10) -In(2).  b) In(0,05). c) In(

B

). d) 2In(5¢”)+In (4e7").

EXERCICE 6. Simplifiez les expressions suivantes.



a) A=1In (64) +31n (efl). b) B = e?m® ln((e5)2). c) C=In (673) x In (eg).
d) D =201n(e) —e*™®.

EXERCICE 7. Déterminez la valeur exacte de S = In (%) +In (5) +1n (%) +---+1In (%).
Exercice 7.

EXERCICE 8. Démontrez que

a) VzeR In(1+e ") =—-z+In(l+e").
b) V> -1, 2In(z + 1) = In(z” + 2z + 1).
c) VzeR, ln(1+e_2z)=—21:+1n(1+e21).

Exercice 8.
a) Soit z € R.
—z+In(l+e") = ln(e_”) +In(1+e")
=In[e™™ (1+e")]
= ln[efx X1+e ™ Xex]
= ln[e_z +e0]
=ln(1+e ")
Ainsi :

Vz eR, —z+ln(1 +em)4

b) Soit x €] -1, + oo[.
Puisque 2 +1>0:

2In(z +1) = In[(z +1)°]
=ln[a:2+2><x><1+12:|

:ln(r2+2x+1)

Vo e]l-1,+ o[, 2In(z + 1) = In(z? + 22 + 1).

¢) Soit z € R. Notons X = 2z. Identique au a).
EXERCICE 9. Déterminez les ensembles de définition des fonctions suivantes.

a) f(z)=In(3z-7). b) g(z) =In(-z” +4z - 3). ¢) h(z) = In(z)-3In(2-z).
Exercice 9.

a) f(z) est définie si et seulement si 3z — 7 > 0.




—2° +4z-3>0.
Etudions le signe de P(z) = —2% + 4z - 3.

P est un polynéme de degré deux.

1 est racine évidente donc -—= = 3 est l'autre.
Comme le coefficient dominant de P est =1 <0 :

b) g(x) est définie si et seulement si

T —00 1 3 +0oo
P - 0 + 0 -
7, =113[.
¢) h(x) est définie si et seulement si z >0 et 2 —xz > 0.
Dy, =10, + oo[N] — 00,2[.

({/;L :]0,2[.

EXERCICE 10. Résolvez les équations suivantes aprés avoir déterminé ’ensemble sur lequel
on peut les résoudre.

a) In(z) = In(z + 2).
C; In(22> + 4) = In(=5z + 1).

Exercice 10.

a) _@f=R+etY 2.

b) 7= |- [et/_—l

c) Yy = oog[et/— 1%}

d) 77 =R} et . = {6}.

e) @f:]4,+oo[et5”:{24—1}.
-3 _7 3

f) @f— g,+00|;et<7—{1,§}.

g) Y= —oo,—g[u]3,+oo[e

h) @f=]3,+oo[ety={5*4”

In(xz + 1) + In(z — 4) = In(5).
g) In[(z—-3)(2z +1)] = In(4).

b) ln(—x +3) =In(3z +5).

d) In(z?) = In(z) + In(6).

f) 2In(z) = In(5z — 3).

h) In(z - 3) +In(2z + 1) = 31n(2).

EXERCICE 11. Résolvez dans R les équations suivantes.

a) [In(z)]? - 2In(z) -

¢) 4e* +7e" -2 =0.
e) In(2-e")—1In(2e" —1) =0.
g) (2w2+3w—6)ln(1—w) =0.

i) In(z+1)—In(z) = 2In(3).

Exercice 11.

b) 4[In(z)]? —1n( )-3=0.

) In(— m)—ln(x —1)

f) In(4) +In(z —1) = 21n(z).

h) In(e” = 1) +In(e” +1) =1+ In(2).

a) R et In(z) € {~1; 3} donc z = e3.

b) R} et ln(a:)G{ 1;
c) Rete” E{

} donc = = e4.
} donc T € {ln(2) ln(1 )}
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d) zeR_N(]—o0,—1[U]l, + oo[) ]—oo—l[et:ce{ ,—‘r}pasdesolutlon

) me]ln( )1n(2)[et$—0
f) x€]1,+oo[

00,1[, et © € {0;1;-3}.

22 —dz+4et e {2}



h) T’équation n’a de sens que si e” — 1 > 0.
Résolvons I’équation sur RY.
Soit 2 € R}.

In(e"—1)+1In(e” +1) =1+In(2)
équivaut successivement a :
In[(e” = 1) (e" +1)] = In(e) + In(2)
Inf[e* - 1] =In(e+2)
expoln[e”® — 1] = expoln(e +2)

e2 —1l=e+1

e =e+2

In (e%) =1In(e+2)

. =In(e+2).

i) Soit x €] -1, + oo.

In(z+1)=1In (3290)

Monotonie.

A ce stade nous avons uniquement la courbe représentative de In comme réciproque de
exp. Nous allons énoncer et démontrer certaines propriétés qui semblent claires graphique-
ment.

Proposition 5. In est strictement croissante sur R}.

Démonstration. Démontrons que In est strictement croissante.

Soit (y1,y2) € (]Ri)2 avec Y, < Ya.

Notons x; = In(y;) et x5 = In(ys).

Raisonnons par ’absurde en supposant z; = .

Alors la fonction exponentielle étant strictement croissante :

z1

x
et =z e,

Autrement dit :
Y1 = Yo

Ce qui est impossible puisque nous avions choisi : y; < y,. Donc, nécessairement, z; < 5.

Nous avons démontré que

*\2
Y (y1,y2) € (R+) , 21 < Tp = In(z;) < In(a,).

Autrement dit



. . *
In est strictement croissante sur R, .

Exemples.
1. e">2 = In(e") =In(2) & x> In(2) & z €]In(2), + oo[.
2. A partir de quel entier naturel a-t-on 5" = 10°.
Remarques.

1. Ce résultat met en évidence une nouvelle utilisation du logarithme nérien : la résolution
d’inéquation dont 'inconnue est en exposant.

2. Il existe une échelle de la vitesse pour tendre vers I'infini. Cette échelle est formée de
fonctions de référence dont la vitesse de croissance vers +00 augment : In(z), In(z)?, ...,
In(z)", ...Vz, z,z°, ..., z", ..., e". Cette échelle est notamment utilisée en algorithmique
pour calculer la complexicité d’un algorithme c’est-a-dire la quantité de calcul que
nécessite sont programme.

Signe.

Proposition 6.

Démonstration.

* Soit = € R}. exp étant strictement croissante et bijective sur R on a 1’équivalence

In(z) > 0 < expoln(z) > exp(0)

=r>1

* De méme, pour z € R}, In(z) =0 < z = 1.

Exemples.

1. Nous povons dire immédiatement le signe de 'image d’un nombre par la fonction
In. In(0,5) est strictement négatif alors que In(13) est strictement positif car 0,5 est
strictement plus petit que 1 alors 13 est strictement plus grand que 1.

2. A partir de quel entier naturel a-t-on 0,5" = 1077,

EXERCICE 12. Résolvez les inéquations suivantes dans R.
a) In(z) < 3. b) 2In(z) + 200 > 0. ¢) 1-2In(x) =0.
d) 2In(z) - 41n(3) < 0.
EXERCICE 13. L’évolution d’une population d’animaux en fonction du temps est modélisée
t
par la fonction P définie par P(t) = 50e2, ou ¢ est exprimé en années.
1. Au bout de combien d’années la population initiale aura-t-elle été multipliée par 27
2. Au bout de combien d’année la population dépassera-t-elle les 10000 individus ?
Exercice 13.
1. P(0) =50t P(t) =2x50 <t =2x1In(2:30)

2. P(t)> 10000 < t>2XIn (%) car In est strictement croissante.



EXERCICE 14. Déterminez le plus petit entier naturel n tel que
a) 0,99" <107, b) 1,02" > 10°*.

EXERCICE 15. Soit (u,)nen la suite géométrique de premier terme uy = 1 et de raison
q = 1,001. Déterminez s’il existe un plus petit entier naturel n tel que u,, > 100 000.
EXERCICE 16. Résolvez les inéquations suivantes aprés avoir déterminé sur quel ensemble
on peut le résoudre.

a) In(3z—4) < 0. b) In(-z+3) > 1. ¢) In(—z + 1) In(z).
d) In(3 + 2z) < In(z — 3).

EXERCICE 17. Reésolvez les inéquations suivantes.

In(z)

In(z) -1
—> —_—
2% =3z +2

a) In(xz+1)>0. b) 71
T

d) [In(z)]?=5In(z)+4 < 0.

0. c)

Exercice 17.

a)

In(z+1)>0 < expoln(z+1) > e’

=rx+1>1

x>0

7 =R},

b) Comme 2z +1>0

1 -1
%>0<:>ln(x)—l>0
x© +
7 =]e, + ool
¢) 1 et 2 sont des racines évidentes du polyndome de degré deux X° — 3X + 2 donc :
T 0 1 2 +00
In(z) - 0 + +
a?—3z+2 + 0 - 0 +
In(x) _ _
22-3x+2 *
=12, + oo[.

d) X -5X+4=(X-1)(X-4)donc X°—=5X +4 >0 si et seulement si X €] — 00,1[U]4, + oo[.
Or:ln(;r)<14:>0<a:<e,et:1n(a:)>4<:>:v>e4,donc

& =10,e[Ule?, + ool.




Reégularité.

Proposition 7. In est continue sur RY.
Démonstration. Soit z € RY.

Démontrons que In est continue en x.

Soit € € R}.

Proposition 8. In est dérivable sur R} et V& € R}, In'(z) = %

Démonstration. Une justification en admettant la dérivabilité de In : exp o In(x) = x alors
en dérivant exp o In(z) x In'(z) = 1.
Remarques.

1. Historiquement le logarithme apparut comme ’aire délimitée par la courbe de la fonc-
tion hyperbolique (fonction inverse). Autrement dit In est une primitive de la fonction
inverse. C’est d’ailleurs une fagon de définir cette fonction qui est proposée a titre de
curiosité a la fin de cette lecon.

Convexité.

Proposition 9. In est concave (sur R}).
Démonstration. In est deux fois dérivable sur R} et : Yo € R}, In"(z) = -5 < 0.
Remarques.
1. Nous en déduisons en particulier que la courbe représentative de In est au-dessous de
toutes ses tangentes.

Limites.

Proposition 10. In(z) — +oc0 et In(x) — 0.
T—+00 -
x>0
Démonstration.

* Soit A < 0. Notons n = e > 0. Soit z €]0;5[. In étant strictement croissante In(z) <

In(n) = In(e®) = A. Donc In(z) —2 —o.
0
In(z) = —ln(i), or i — 0" donc, par composition et d’aprés le point précédent,
T —+00

—ln(l) — +00.

T/ x—+00

EXERCICE 18. Déterminez la limite en a des fonctions f et g suivantes.

a) f(z)=2 [1n(96)]22 + 3In(x) + 1 avec a = +00.
b) g(z) = = [In(z)]” + In(z) avec a = 0.

Fonctions composées avec In.

Proposition 11. Si u est une application dérivable sur un intervalle I et & valeurs dans
R alors In ou est dérivable sur I et (Inou)' = %
Démonstration. C’est une application directeur du théoréme de dérivation des fonctions
composées.
Remarques.

1. Cette formule est souvent écrite (In(u))' = .



Croissances comparées.

Nous devons comparer la croissance de In & celle de  — 2™ et exp en +00 et en 0.
oL . * q. In(x .

Proposition 12. Soit n € N™. lim,_,, e ';(:) =0 et hmz;bo 2" In(z) = 0.

x

Démonstration.

*

* Notons y = In(z) pour z € R}.
In(z) _ y

z  e¥’
Comme lim,_, o, In(z) = +00, par composition et en reconnaissant une croissance comparée
usuelle, lim, ;o = = 0.
* Soit n € Netn = 0.

In(z) _ 1 In(=x)

™ g1 T

limg, 00 % =0carn = 2et lim,,, 1“,(‘1) = 0, donc par passage a la limite dans le
produit : lim,_ s ]';(f) =0.
* Notons X = < pour z € R}.
xT
limz—0 L = 400.
x>0 T
Puisque " In(x) = — l”z(i() nous déduisons de ce qui précéde, par composition, lim,x.:oo 2" In(z) =
O. x
Remarques.
1. lim, 1:(711) =1 par limite du taux d’accroissement.
2. De plus lim’e% = 0 donc limlne(—f) = 0. Nous retrouvons ici l'idée d’une échelle des
croissance comparées.
3. Nous avons également lim,_, % =0 et limz:o() Vrin(z) = 0.
x

EXERCICE 19. Déterminez la limite en a des fonctions f et g suivantes définies sur ]0; +o00[.
1. f(z) =(e" =1)(1-In(z)) avec a = +0o.

1 -1
2. g(x) = n(% avec a = 0.
. . P In(z)
EXERCICE 20. Soit f la fonction définie sur ]0; +0o[ par : f(z) = P

1. Déterminez la limite de f(x) lorsque = tend vers 0.
In(z) 1
X T-
r 2+ >
(b) Déduisez-en la limite de f(z) lorsque z tend vers +o0o0.
3. interprétez graphiquement les résultats précédents.

2. (a) Veérifiez que pour tout réel © >0 : f(z) =

EXERCICE 21. a et b étant deux nombres réels donnés, on considére la courbe % représen-
tative de la fonction définie sur ]0, + oo[ par f(z) = a + b%.
Sachant que ¥ admet une asymptote horizontale 7 d’équation y = 1 et une tangente 7

au point d’abscisse 1 d’équation y = —x + 2, déterminez les valeurs de a et b.

Exercices.

EXERCICE 22. On détermine le pH d’une solution en mesurant la concentration en ions
H;07, par exemple a Paide d’un pH-métre.

Le pH est défini par la relation pH = —log [H3O+], ol [H30+] est la concentration en
mol - L™ d’ions H;0" de la solution.

On rappelle que log(x) = 11:((110)) pour tout réel z > 0.

1. Quel est le pH d’une solution dont la concentration en ions H;O" est de 107%° mol-L ™" ?
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2. Quelle est la concentration en ions H;O" d’une solution de pH = 8,47
3. Si la concentration en ions H;O" d’une solution est multipli¢e par 10000, quelle aug-
mentation de pH cela produit-il ?

EXERCICE 23. Déterminez les limites de f au bornes de son domaine de définition 2.

a) f(z)=In(Bz—-1)et £ = ]%, + oo[. b) f(z) =In(—a” + 4z) et E =]0;4[.
¢) f(z)=In(1+ e_%) et £ =R. d) f(z)=xIn(5z) et E =]0;+o00[.
e) f(z)=In(z+e")et E=R.

24+
EXERCICE 24. Soient f la fonction définie sur ]—2;2[ parf(z) = ln( :v) et ¢ sa courbe

2—-x
représentative dans un repére orthogonal.
1. Justifiez que f est définie sur | — 2;2[.
2. Montrez que f est impaire puis interprétez graphiquement ce résultat.
3. Démontrez que la courbe ¥ admet deux asymptotes que vous préciserez.
4. Etudiez le sens de variation de f puis donnez son tableau de variation.

EXERCICE 25. Soit f la fonction définie sur |1;+oo[ par f(z) =In (20 -1) -z + L.

1. Déterminez la limite de f(z) en

[SRIER

2. Montrez que pour tout réel z >
limite de f en +o00.

3. Démontrez que I’équation f(z) = 0 admet deux solutions distinctes « et 8 (a < f8).

4. Donnez la valeur exacte de o et un encadrement de 8 d’amplitude 1072,

1f($)=1n(x)—x+1+ln(2_i

). Déduisez-en la

Exercice 25.

1
T —00 5 +00
2¢ -1 - 0 +
1.
donc 1imwﬁ% 2z -1=0".
>3
et lim x o+ In(X) = —oco done, par composition limw%% In(2z — 1) = —oo0.
1
r>5

2

2. z#0donc In(2x —1) =1In [:c (2 - %)] z > 0 donc In(2z — 1) = In(z) (2 - %)

3.

4. a=1.
EXERCICE 26. Dans une piéce a la température constante de 20°C on prépare un tasse de
thé. A Pinstant initial ¢ = 0 la température du thé est égale & 100°C. Quatre minutes plus
tard elle est de 80°C.

On admet que la température du thé f(¢) en °C, est donnée par f(¢) = Ce™ + 20 ou ¢
désigne le temps en minute et a et C' sont des constantes réelles.

Au-dessus de 50°C le thé est trop chaud et on ne peut le boire.

Combien de temps faudra-t-il attendre pour boire le thé?

EXERCICE 27. Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par : f(z) =
représentative dans un repére orthonormé.
1. (a) Calculez la limite de f en 0.

(b) Déterminez la limite de f en +00. Donnez-en un interprétation graphique.

-1-21
2. (a) Montrez que pour tout réel z > 0 : f'(z) = —3n(x)
x

1+ 1In(x)

5 et ¢ sa courbe
T
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(b) Déduisez-en les variations de f sur ]0, + oo[.
3. (a) Montrez que la courbe ¥ admet un unique point d’intersection avec l'axe des
abscisses dont vous préciserez les coordonnées.
(b) Déduisez-en, le signe de f sur ]0, + ool.
Exercice 27.

1. (a) Déterminons la limite de f en 0.
L — +o0 et 1+ In(z) — —oo donc, par produit
= x-0 =0

x>0 x>0

flz) — —o0.
=0
x>0

(b) Déterminons la limite de f en +o0o.

1 . . 1
flz) = % + Lf) or % — 0 et, par croissance comparée, ne) 0 donc
x xT xT Tr—+00 x r—+00

f@) 2,0

2. (a)
(b) Etudions la variation de f.
22 > 0 pour tout z € R* et —1 - 2In(z) >0 = —% > In(z) & exp(—%) > z donc

x 0 exp(—%) +00

£ + 0 -

e
! / \
—00 0

(c) Résolvons dans R}, f(z) = 0.
Soit z € R}.

1+ 1In(x
f(x):O:.JfT():
—1+In(z)=0

-1
= rTr=€

% admet un unique point d’intersection avec ’axe des abscisses ce
. -1
coordonnées (e ,0).

(d) En tenant compte du tableau de variation et de la question précédente :

x 0 el +00

1
EXERCICE 28. Soit f la fonction définie sur [1, + oo[ par : f(z) = = — @ et soit € sa
courbe représentative dans un repére orthonormé.

12



. Soit ¢ la fonction définie sur [1, + co par g(z) = z° — 1+ In(z). Montrez que la fonction

g est positive sur [1, + oo[.
(a) Montrez que, pour tout z de [1, + oo[, f'(z) =
(b) Déduisez-en le sens de variation de f sur [1, + ool.
On note Z la droite d’équation y = z. Etudiez la position relative de la courbe € par
rapport a la droite Z.
Pour tout entier naturel k£ supérieur ou égale & 2, on note respectivement M, et N,
les points d’abscisse k de € et de 2.

(a) Déterminez la limite de My N, lorsque k tend vers +o0o.
(b) Ecrivez un algorithme permettant de déterminer le plus petit entier ky supérieur
ou égale a 2 tel que la distance M N}, soit inférieure ou égale a 1072,

EXERCICE 29. Soit f la fonction définie sur ]0, + oo[ par : f(z) = z° — 2 + In(z).

1.

U N

Déterminez les limites de f aux bornes de son domaine de définition et étudiez son
sens de variation.

Démontrez que I’équation f(z) = 0 admet une unique solution a €]0, + oo[.
Démontrez que In(a) = 2 — a”.

Etudiez le signe de f(x) suivant les valeurs de .

On donne la fonction suivante écrite en Python.

from math importx*

def f(x):
return x**2-2+log(x)

def dichotomie(a,b,p):
while b-a>10*%*x(-p):
if f(a)*f((a+b)/2)<0:
b=(a+b) /2
else:
a=(a+b) /2
return a,b

En Python le logarithme népérien se note « log » et doit étre importé de la bibliothéque
« math ».
On écrit dans la console « dichotomie(1,2,1) ». Que renvoie cette instruction ?

EXERCICE 30. Léa passe une bonne partie de ses journées a jouer a un jeu vidéo et s’inté-
resse aux chances de victoire de ses prochaines parties. Elle estime que si elle vient de gagner
une partie, elle gagne la suivante dans 70 % des cas.
Mais si elle vient de subir une défaite, d’apres elle, la probabilité qu’elle gagne la suivante
est de 0,2.
De plus, elle pense avoir autant de chance de gagner la premiére partie que de la perdre.
On s’appuiera sur les affirmations de Léa pour répondre aux questions de cet exercice.
Pour tout entier naturel n non nul, on définit les événements suivants :

e (3, : « Léa gagne la n-iéme partie de la journée » ;

e D, : «Léa perd la n-iéme partie de la journée ».

Pour tout entier naturel n non nul, on note g,, la probabilité de I’événement G,,.
On a donc g; =0,5.

1.

Quelle est la valeur de la probabilité conditionnelle pg, (Ds) ?

13



2. Recopier et compléter ’arbre des probabilités ci-dessous qui modélise la situation pour
les deux premiéres parties de la journée :

G

Gy

D,

G

i

D

3. Calculer g,.
4. Soit n un entier naturel non nul.

(a) Recopier et compléter arbre des probabilités ci-dessous qui modélise la situation
pour les n-iéme et (n + 1)-iéme parties de la journée.

G"r7,+1

Dn+1

C;('n+1

(b) Justifier que pour tout entier naturel n non nul,
In+1 = 0a5gn + 072

5. Pour tout entier naturel n non nul, on pose v,, =g, —0,4.

(a) Montrer que la suite (v, ) est géométrique.

On précisera son premier terme et sa raison.

ontrer que, pour tout entier naturel n non nul :
b) M tout entier naturel 1
gn =0,1x0,5""" +0,4.

6. Etudier les variations de la suite (g,,).

7. Donner, en justifiant, la limite de la suite (g, ).

Interpréter le résultat dans le contexte de ’énoncé.
8. Déterminer, par le calcul, le plus petit entier n tel que g,, — 0,4 < 0,001.

9. Recopier et compléter les lignes 4, 5 et 6 de la fonction suivante, écrite en langage
Python, afin qu’elle renvoie le plus petit rang a partir duquel les termes de la suite
(g ) sont tous inférieurs ou égaux a 0,4 + e, ol e est un nombre réel strictement positif.

14



1 def seuil(e) :

2 g =205

3 n=1

4 while . .. :

5 g=05*g+4+02
6 n=...

7 return (n)

EXERCICE 31. Bac 1976 Série C remplacement Clermont-Ferrand. Soit f la fonction nu-

mérique de la variable réelle = définie par f(z) = In(z® — 1) + m21

-1
1. Résolvez dans R I'équation In(z® — 1) = In(z + 1) + In(z — 1). Méme question pour
1 ln(rz—l)

I’équation ln(m2 —1)=2In(z =+ ln(l - ;) Calculez limg_, ;o

2. Etudiez les variations de f et la représenter graphiquement.
EXERCICE 32. Soit a un réel strictement positif donné. On définit la suite réelle u, appli-
cation de N vers R, par son premier terme ug, réel strictement positif, et par la relation :
Uyl = % (un + ui pour tout n € N.

1. Montrez que pour tout n € N, u,, > 0. pour quelle valeur de ug la suite u est-elle
constante ?
2. On suppose dans toute la suite du probléeme que u(Q) —a#0.

(a) Démontrez les relations : Vn € N, u, . —+a = # (u, —Va)’ et Vn €N, u,q +

R 2
Va = o, (un ++a)”.
(b) Montrez que la suite u est strictement décroissante pour n = 1. Déduisez-en que
la suite v admet une limite.

3. On définit la suite réelle v par la relation, pour tout n € N, v,, = Z"%‘/\g
(a) Calculez v, en fonction de v,,.
(b) calculez v,,; en fonction de v; et de n. déduisez-en la limite de la suite v. On

pourra montrer que In(v,,,;) tend vers —oo lorsque n tend vers +oo.

4. Trouvez la limite de la suite w.

5. On fixe dans cette question uy = 2 et a = 2. calculez uy, uy et uz (laissez le résultat
sous forme de fraction). Montrez que u; -2 < 107", déduisez-en que : up—V2 < %10_2.
trouvez une majoration de ’erreur commise en prenant us; comme valeur approchée de

V2.

EXERCICE 33. Bac série C' 1968. Montréal et New-York. Construisez la courbe définie, en
repére orthonormé, par I’équation y = In ( gzj ) Montrez que l'origine est centre de symétrie
de cette courbe.
EXEP}CICE 34. Bac série C 1968. Clermont. Etudiez les variations de la fonction y =
In (ﬁ )
EXERCICE 35. Bac série mathématiques élémentaire 1967. Ethiopie.
On considére les fonctions fo, f1, f2, f3, -y fn (nentier positif) de la variable x définie

par :

fo(z) =In|z|

fi(z) = fo(z +1) = fo(x)

fo(z) = fi(z +1) = fi(x)

fa(z) = fa(z + 1) = folx)

Fu(@) = fua (2 + 1) = foos ()
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In est la notation désignant le logarithme népérien ; |z| est la valeur absolue du nombre
réel x.

1. (a) Indiquez le domaine de définition de chacune de ces fonctions.

(b) Etudiez les variations des fonctions fy, fi, f» et f; dans leurs domaines de dé-
finition respectifs. Tracez les courbes Cy, C;, Cy et C3 qui représentent graphi-
quement es variations relativement a un repére orthonormé w'Ow, y'Oy.

2. (a) Montrez que Cy et Cy possédent un axe de symétrie et que C et Cy possedent
un centre de symétrie.

(b) Calculez les abscisses des points de rencontre avec l’axe 2'Oz des courbes C, C},

Cg et 03.
il est conseillé dans le cas de C3 de faire un changement d’origine convenable.
3. Montrer que la fonction f,, a pour dérivée, pour la valeur =z, f,'l(x) = m

Sans s’attarder & étudier en détail les variations de cette dérivée f:l et & en tracer,
relativement & un repére orthonormé, la courbe représentative, I',,, examiner dans
quels cas I',, admet, soit un axe de symétrie soit un centre de symétrie.
Précisez la position de cet axe ou de ce centre de symétrie.
4. (a) Calculer en raisonnant par récurrence, f,(x) en fonction de fo(z), fo(z + 1), ...,
Jo(x +n).

(b) On désigne par C,, la courbe qui, dans un repére orthonormé, a pour équation
y = fn(x). Montrez que, si n est pair (n = 2¢), la courbe C5, admet un axe de
symétrie et que, si n est impair (n = 2¢ + 1), la courbe Cs,4; admet un centre de
symétrie.

On pourra, soit raisonner par récurrence, soit utiliser la formule obtenue au 4a).

EXERCICE 36. Reésolvez les équations et inéquations.

a) e =1 b) e =7. ¢) ¥ =0.
z2 4x-3 22 3\3

d) e =e"". e) e =1 f) e Be).
2

g) e " <e In(x) = 0. i) In(z) = -1.

J) In(z+3)=1. k) In(2x —1) = 2. 1) In(z) = 1.

m) In(z) < 0. n) In(z +5)In(2). o) In(z+3)<-1

) e s,

EXERCICE 37. Résolvez les équations et inéquations.

a) o275 _ b) e _ e4z+3 o) o7 = e—21+523
d) exp(_”TfS) =e e) e =0. f) e?(®) = gt
g) ze” <0. h) e s i) e’ <e"
j) > K) ¢ <l 1) e2“1 > L
1 2 c
m) er < e n) ¢’ —¢e” _319>O. & & 2( )
2
p) e’ T<e
EXERCICE 38. Résolvez les équations et inéquations.
a) 7 211 b) (" —2)(e" —6)=0. c) (e"=3)(e"+1)=0.
d) @) 5 1n(3). 0 =T £) (z-4)e " <.
—ea: —-1+3zx 2 . e’
g) e;%fl = 0. h) ¢ e < (64) . i) 71 = 0.

EXERCICE 39. Résolvez les équations et inéquations.

16



o

¢]
—_—— —

In(z —2) =11. b) In(3 —2z) = —-11.
In(4z +1) =0 d) In(7-1a)=1.

¢}

IHE%) =In é) f) In(3z—1) —In(z + 2) = —In(2).
g) In[(2z —1)(x + 3)] = In(15). h) In(2z — 1) + In(z + 3) = In(15).
i) In(z) = In(4) — In(z + 1). i) mM(1+e")+In(l-e")= é

EXERCICE 40. Etudiez le signe des fonctions données.

a) f(z) =1n(8z +5). b) f(z) =In(z) + In(x — 1).

¢) f(z)=In(z -5) —In(z +4). d) f(z)=1In(z) +In(1 +2°) —In(5 + 3¢").
EXERCICE 41. Dans chaque cas, déterminez le plus entier naturel n vérifiant I'inéquation.

a) 0,999" <107 b) 1,000001" > 10°.

) 5—(1)" 24,9999. d) 3+ (2)" <3,0001.

EXERCICE 42. Résolvez I'inéquation zIn(z + 1) + 3 > In(z + 1) + 3.
EXERCICE 43.

, N » . . 22 + 5y = -1

1. (a) Résolvez le systéme d’équations suivant : { 3¢ - Ty = 13
. . . . [ 2In(z) + 5ln(y) = -1
(b) Déduisez-en les solutions du systéme suivant : { 3n(z) - Tin(y) = 13

, R 'l . . [ 6In(z) + In(y) = 1
2. Résolvez le systéme d’équations suivant : { In(z) - 5In(y) = 13
3. Résolvez le systéme d’équati vamt:4 P T ¥V = o
. Résolvez le systéme d’équations suivant : In(z) + In(y) = In(3)+In(2)

EXERCICE 44. Déterminez les limites de chacune des fonctions aux bornes de son ensemble
de définition et indiquez les éventuelles asymptotes.

a) x!—»%.
b) z - zln(xz+1).
¢) z (z+1)In(x).

d) z+ ln(L).

e) .
f) xl—wvln(ﬁ)é
g) xl—)x—ln(x)
h) xl—)ln(%),

In(z"+1)
T

) x°+1
j) - 2(n(z))? - 5In(z) + 1.
k) xl—»ln(3—z).

-1

Une autre construction du logarithme népérien.

Il est possible de définir la fonction logarithme népérien sans la fonction exponentielle
mais avec la notion de primitive.

La restriction de la fonction inverse & R} est continue donc elle admet une primitive qui
s’annule en 0.

Définition 2. On appelle fonction logarithme népérien, et on note In, la fonction définie
par : Vo € R}, In(x) := L' MT'
Remarques.
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In se lit en épelant les lettres "l,n".
Autrement dit In est la primitive de la fonction inverse qui s’annule en 1.
I’ensemble de définition de In est RE.

In(1) = 0.

. In(e) = 1.

. In est dérivable sur R} et, pour tout z € R}, ln'(x) = i

S ok e

Proposition 13. In est continue.
Démonstration. In est dérivable (par construction) donc continue.
Proposition 14.

T 0 1 +00

In - 0 +

Proposition 15. In est strictement croissante.
Proposition 16. lim,_ . In(z) = +00 et 1im:;:8 In(x) = —oo.
Démonstration.
La seconde limite découle de la premiére par composition avec la fonction inverse.

Exercices.

EXERCICE 45. Etudiez la fonction de la variable réelle z, f définie par f(z) = ln< 2?~ds )

2
r“—4x+3
et la représenter graphiquement dans un repére orthonormé.

EXERCICE 46.

18



