Composition de fonctions.
Définition.
L’idée de la composition de fonctions, du point de vu algébrique, est celle d’enchainer des
. P i 2 -
calculs. Ainsi : (217—3)2 correspond au programme de calcul : B 2w o 203 (2:10—3)2. En
2

fait nous reconnaitrons les fonctions de références dans les calculs : x ise 20 -3 (20— 3)2
La succession de calculs fait apparaitre des problémes de valeurs interdites : Va2 est
valide pour tout x réel, mais v—e® — 3 ne fonctionne jamais, tandis que v2z + 3 fonctionne
pour certaines valeurs de x.
Définition 1. Soient F, F, G et H des ensembles de nombres réels, f : E — F et
g : G — H deux fonctions. Si f(Z;) ¢ 7, alors nous appellerons composée de f suivie de g
la fonction notée g o f et définie sur Z; par Yo € D¢, go f(x) = g[f(x)].
Remarques.

1. il y a dans cette définition une démonstration passée sous silence : l’association que
nous faisons correspond-t-elle vraiment & une fonctions ? Autrement dit a-t-on unicité
de 'image ? La réponse est oui.

2. La principale difficulté est la gestion des valeurs interdite. La condition f(Z;) C Z,
signifie qu’on ne peut faire des composées que si les images par la premiére fonction
appartiennent au domaine de définition de la seconde.

3. Nous lirons « f rond g » pour g o f.
4. La situation peut étre schématisée par
f 9
T > f(=) > g[f(@)]
gof

5. La loi de composition est prioritaire sur '’addition, sur la multiplication, sur les puis-
sances.

Proposition 1. La composée de deux applications est une application.
Démonstration. Soient f: F — F et g: F — GG des applications. Soit x € E puisque f est
une applications il existe y € F' tel que y = f(x); Puisque y € F et que g est une application
il existe z € G tel que z = g(y). Autrement dit z = (f o g) (z.

Proposition 2. Soit £ un ensemble. o est une loi de composition interne sur E".
Démonstration. C’est un corollaire des ce qui précéde puisque E” désigne I’ensemble des
applications de E dans E.

Proposition 3. o est associative : si f 1 E - F,g: F - G et h: G - H sont des
applications, alors (hog)o f=ho(go f).

Démonstration. Pour z € E, (hog)o f(x) =(hog)[f(z)]=h[lg[f(x)]]=h[ge f(z)] =
ho(go f)(z).
Remarques.

1. Du fait de ’associativité nous écrirons sans parenthéses : h o go f.

EXERCICE 1. La proposition suivante est-elle vraie ou fausse : « Quelles que soient les
fonctions f et g définies sur R et & valeurs dans R: fog=go f.»
Exercice 1. Il s’agit d’une proposition universelle pour démontrer qu’elle est fausse il suffit de trouver
un contre-exemple.

Faux. Contre-exemple avec f:xz— —zetg:xzrxz+1, fog(l)=-2mais go f(1) =0.
Remarques.



1. Le composition d’applications n’est, en général, pas commutative. cependant dans cer-
tains cas particuliers cela fonctionne ; ainsi les applications linéaires de R dans R sont
commutatives.

Etude de la monotonie de la fonction composée.

Proposition 4. Soient [ et J des intervalles, f : I — J et g : J — R deux applications.

(i) Si f et g sont (resp. strictement) monotones de méme sens de variation, alors g o f est
(resp. strictement) croissante sur 1.

(ii) Si f et g sont (resp. strictement) monotones de sens de variation contraires, alors g o f
est (resp. strictement) décroissante sur I.

Démonstration. Démontrons (i) dans le cas d’applications strictement décroissantes. Sup-
posons donc que f et g sont strictement décroissantes.

Soit (z1,22) € I” tel que z; < 5.

f est strictement décroissante donc : f(x;) > f(z2).

g est strictement décroissante donc : g [ f(z1)] < g[f(x2)].

On a démontré que : Y (z1,25) € I°, (2, < 22) = (go f(z1) < g o f(z2)). Autrement dit
g o f est strictement croissante sur I.
EXERCICE 2. Etudiez la monotonie des fonctions suivantes.

1 " 1 *
a) '+ — sur R". b) z+ — sur R ¢) x> vz surR,.
x

NG

Passage a la limite et composition.

Proposition 5. Soient I, J et K des ensembles de réels, a € T (adhérence de I), b € J
et CeR, f:1 - Jetg:J— K des applications. Si f admet pour limite b en a et g admet
¢ pour limite en b alors g o f admet ¢ pour limite en a.

Démonstration. En appliquant la définition de la limite.

Composition et dérivation.

Proposition 6. Soient I et J des intervalles ouverts, f : I — J une fonction définie sur
I et g:J — R une fonction définie sur J. Si f est dérivable sur [ et si g est dérivable sur J
alors g o f est dérivable sur I et (go f)' =g o fx f.
Démonstration. Soit a € I. Par construction f(a) € J. f est dérivable en a si et seulement
si il existe une fonction &, définie au voisinage de a telle que : f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) +
(x —a)ei(x) et () - 0.

De méme g est dérivable en f(a) si et seulement si il existe une fonction e, définie au
voisinage de f(a) telle que : g(f(z)) = g(f(a)) +g'(f(a))(f(z) = f(a)) + (f(z) = f(a))ez()

et eo(x) — 0.

go f(x)=go f(a)+g o f(a)(f(a)(x—a) + (z = a)er (2)) + (f(2) = f(a))ea(a)
=go fa)+g o f(a)f (a)(x —a) + g o fa)( - a)e (x)
+(f'(a)(z = a) + (z ~ a)e1 (2))es(2)
=go f(a)+g o f(a)f'(a)(x = a) + (z - a)es(x)



ou e5(x) = g' o f(a)er(x) + (f'(a) + e1())ea(a) — 0.

g o f est dérivable sur I et (go f) =g o fx f.
Remarques.

1.

Il est possible de donnez une démonstration avec les taux d’accroissements mais unique-
ment pour des fonctions ne s’annulant pas. On constate ici I'efficacité du développement
limité a 'ordre 1 pour ce genre de situation.

2. Il d’usage d’apprendre par cceur certaines dérivées de fonctions composées pour sim-
plifier les calculs mais surtout pour la recherche de primitives nécessaire au calcul
_ 1 1
intégrale. Il faut donc connaitre, sans exhaustivité : (u")' = nu™ "o, (%) = o
, ' u u
(Vu) = #57 (e") =e"u, (In(u)) = &, (cos(u))' = —sin(u), (sin(u))' = cos(u)u'.
Exemples.
1. Dérivons (sans nous préoccuper du domaine de dérivabilité) h(z) = Va* + 1. h est de
la forme ﬁ ott u(z) = z° + 1. Nous en déduisons : h' = #a ot u'(z) = 2z et donc
W)= om

EXERCICE 3. Donnez le domaine de dérivabilité et calculez la dérivée de la fonction u dans
les cas suivants.

a) h:xe V—4z? + 16. b) h:z e 4z +5e 27

2 1
¢c) h:izr ———. d) hizr ————.

l1+e 4””4 §%2_+59m+6
e) hI:EH(\/E+3) f) h: 6327—_5
g) h:zw (22° —7z)°. h) h:z - cos(3z).
i) hizxeo V322 +1. j) hixze Vir? + 4z + 1.
2
k) h:xz - Va? -3z -2 1) h:xb—»(5x3—4 .
. 4 6 . 1
m) h:xzwe (bx” —3x+2)". n)h'xH(x+6)'
Exercice 3.
a) u'(aﬁ)=—‘/4$g et Zp=]-2;2[.
b) u'(z)=4+- 106 z+3etjr—
C) 'LL( ) Wet jf'=
_ 6x+9 | 1 _
d) u'(z) = 52romra? +QI+6)2 et Zp =R\ {-1,-2}.
e) u(m)—2—(f+3) et er—R+
Sa‘ 5 =5 3x-5

) wl(z) = 2 iEaege (9(”‘;18?; et 7y =R
g) u(x)—5(6:v —7)(2x —796) et 7p =R
h) u(x)——Ssm(x) et Qf'=

. .
N

)

u(w)— 2+ et jf,:
_ 4cr+ | =
u(x)—;isetﬁf' \{+2 3 }

u (m) = 3022 (5m —4) et Dy =

m) u'(z) = 6(202° — 3) (52" — 3z + 2) et Py =

n)

w@) = Glo

EXERCICE 4. Donnez le domaine de dérivabilité, calculez la dérivée de la fonction h puis
donnez son tableau de variation dans les cas suivants.



a) h:xw (22— 4)6_51. b) h:zwm V _311117
. ‘ 7
. 2x T .
c) h:zwe™ +4e —26. d)h'x'_’1+639_0,021+4'

-2 —
e) h:zrpxe "+e "+1+u.
Exercice 4.

a) B(z)=[2-52z—-4)]e " =2(=5z + 11)e °".

T —00 % +00

B + 0 -

h 7 .

—00 0
b) K(x)= ﬁ x%x\/gz—fi.
T -0 —% % +00
n + + +
+00 +00 1
h / / /!
1 —00 —00

¢) h(z)=e" (2" +4). 1’ strictement croissante sur R.

) h(z) = 0,02x77e3970,02¢
T (14e39-0,02z)2

e) KW(z)=[1-2(z+ 1)]6_21 + 1. h est croissante.

1 . .
. h et strictement croissante.

EXERCICE 5. Calculez la dérivée de fdont 'expression algébrique est ci-aprés.

a) e "2 b) va?-1. c) exp(ﬁ). d) e
e) cos(4zx). f) (4e7 +1)°
Exercice 5.
a) fl(2)=—e""% b) fix)= ==
o) f(@) =~y e (5). d) fl(z)=-e"
e) f(x) = —4sin(4z). f) fl(z)=-12"" (4e_1 + 1)2.

EXERCICE 6. Soit f la fonction définie sur R par f(zx) = 2° =Tz +10 et g la fonction définie
par g(z) =/ f(x).
1. |

(
2. (
(

a) Résolvez l'inéquation f(z) = 0.

b) Déduisez-en I’ensemble de définition de la fonction g.

a) Déterminez les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.
b) Calculez g' et déduisez-en les variations de g.

(¢) Dressez le tableau de variation de f puis celui de g.

EXERCICE 7. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2>+ 2z +1 et g la fonction définie
1

par g(x) = VO
1. (a) Résolvez l'inéquation f(z) = 0.



b) Déduisez-en ’ensemble de définition de la fonction g.
a) Déterminez les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.
b) Calculez g' et déduisez-en les variations de g.

(c) Dressez le tableau de variation de f puis celui de g.

EXERCICE 8. Soit f la fonction définie sur R par f(zx) = ¥ —1let g la fonction définie par
f(=)
g(x) =,

1. Déterminez ’ensemble de définition de g.

2. (a) Déterminez les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.
(b) Calculez g' et déduisez-en les variations de g.
(c) Dressez le tableau de variation de f puis celui de g.

(
2. (
(

;
EXERCICE 9. Soit f la fonction définie par f(z) = 7e ™"

1. Déterminez le domaine de définition Z; de f.
2. Calculez f' et déduisez-en les variations de f.
3. Calculez f" et déduisez-en la convexité f.

EXERCICE 10. La courbe ¢ donnée ci-dessous représente une fonction f définie et dérivable
sur R,. On admet que % passe par les points O(0;0), A(1;1) et B (2,3) et que laxe des
abscisses est asymptote horizontale & la €.

Y

uin

1. Donnez par lecture graphique la limite de f en +00 et f'(2).
2. On admet que f(z) = z°e “*".
(a
(b
(c
3. (a) Calculez f" et déduisez-en la convexité de f.
(b) Déterminez les éventuels points d’inflexion de €.

Calculez f' et déduisez-en les variations de f.
Dressez le tableau de variation de f.
Déterminez I’équation de la tangente & % au point d’abscisse 4.

NN o as

4. Dressez le tableau de variation de application g définie sur ]0,+ oo[ par g(x) = e /@),

5. On considére la fonction h définie par h(z) = v/f(x) pour tout = €]0, + oo[. Dressez le
tableau de variation de h.
Exercice 10.
1. limgo e f(z) =0 et f'(2) = 0.
2. (a) f'(z)=a(2-xz)e "t
(b)



T 0 + +
2—-x + 0 -
7 0 + 0 -

ge7!
! ) / \ 0

() y=f'(4)(z—4)+ f(4), y = -8 >z + (32 + 16)e >.

3. (a) f'(x) = (2-2z)e "M —(2z—2®)e T = (2P —dz+2)e T = (2-2-V3)(z—2+V3)e *7.
[ est convexe sur ]—oo; 2 - \B[ et sur ]2 +/3; +oo[. Elle est concave sur ]2 —V3;2+ \B[

4. ¢'(z) = —f’(:p)ef(m) =—z(2- m)ez+1ef(z).
limg 0 g(z) = limgy 400 g(2) = 1.

x 0 2 +00
g’ 0 - 0 +
1 1
. . 7
exp (4e_ )

x+1

5. h'($)= fl(x) _ z(2-z)e

2/f (@) 27 (=)
limg 0 h(z) = limg_ 400 h(z) = V0 = 0.

x 0 2 +00
B 0 + 0 -

4e71
' 0/ \O

EXERCICE 11.
Etudier une fonction en utilisant monotonie et composition.
Exercices 61 & 64 page 155 du Sésamath.

Identité et réciproque.

Confer lecon bijection.


https://manuel.sesamath.net/numerique/index.php?ouvrage=mstsspe_2020&page_gauche=154

