
Composition de fonctions.

Définition.

L’idée de la composition de fonctions, du point de vu algébrique, est celle d’enchaîner des

calculs. Ainsi : (2x−3)2 correspond au programme de calcul : x
2×
↦ 2x

−3
↦ 2x−3

⋅2

↦ (2x−3)2. En

fait nous reconnaîtrons les fonctions de références dans les calculs : x
2⋅−3
↦ 2x− 3

⋅2

↦ (2x− 3)2.
La succession de calculs fait apparaître des problèmes de valeurs interdites :

√
x2 est

valide pour tout x réel, mais
√
−ex − 3 ne fonctionne jamais, tandis que

√
2x + 3 fonctionne

pour certaines valeurs de x.
Définition 1. Soient E, F , G et H des ensembles de nombres réels, f ∶ E → F et

g ∶ G → H deux fonctions. Si f(Df ) ⊂ Dg alors nous appellerons composée de f suivie de g
la fonction notée g ◦ f et définie sur Df par ∀x ∈ Df , g ◦ f(x) = g [f(x)].
Remarques.

1. il y a dans cette définition une démonstration passée sous silence : l’association que
nous faisons correspond-t-elle vraiment à une fonctions ? Autrement dit a-t-on unicité
de l’image ? La réponse est oui.

2. La principale difficulté est la gestion des valeurs interdite. La condition f(Df ) ⊂ Dg

signifie qu’on ne peut faire des composées que si les images par la première fonction
appartiennent au domaine de définition de la seconde.

3. Nous lirons « f rond g » pour g ◦ f .
4. La situation peut être schématisée par

x f(x) g [f(x)]
f g

g ◦ f

5. La loi de composition est prioritaire sur l’addition, sur la multiplication, sur les puis-
sances.

Proposition 1. La composée de deux applications est une application.
Démonstration. Soient f ∶ E → F et g ∶ F → G des applications. Soit x ∈ E puisque f est
une applications il existe y ∈ F tel que y = f(x) ; Puisque y ∈ F et que g est une application
il existe z ∈ G tel que z = g(y). Autrement dit z = (f ◦ g) (x.

Proposition 2. Soit E un ensemble. ◦ est une loi de composition interne sur E
E .

Démonstration. C’est un corollaire des ce qui précède puisque E
E désigne l’ensemble des

applications de E dans E.
Proposition 3. ◦ est associative : si f ∶ E → F , g ∶ F → G et h ∶ G → H sont des

applications, alors (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f).
Démonstration. Pour x ∈ E, (h ◦ g)◦f(x) = (h ◦ g) [f(x)] = h [g [f(x)]] = h [g ◦ f(x)] =
h ◦ (g ◦ f) (x).
Remarques.

1. Du fait de l’associativité nous écrirons sans parenthèses : h ◦ g ◦ f .

EXERCICE 1. La proposition suivante est-elle vraie ou fausse : « Quelles que soient les
fonctions f et g définies sur R et à valeurs dans R : f ◦ g = g ◦ f . »
Exercice 1. Il s’agit d’une proposition universelle pour démontrer qu’elle est fausse il suffit de trouver
un contre-exemple.

Faux. Contre-exemple avec f ∶ x ↦ −x et g ∶ x ↦ x + 1, f ◦ g(1) = −2 mais g ◦ f(1) = 0.
Remarques.
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1. Le composition d’applications n’est, en général, pas commutative. cependant dans cer-
tains cas particuliers cela fonctionne ; ainsi les applications linéaires de R dans R sont
commutatives.

Étude de la monotonie de la fonction composée.

Proposition 4. Soient I et J des intervalles, f ∶ I → J et g ∶ J → R deux applications.

(i) Si f et g sont (resp. strictement) monotones de même sens de variation, alors g ◦ f est
(resp. strictement) croissante sur I.

(ii) Si f et g sont (resp. strictement) monotones de sens de variation contraires, alors g ◦ f
est (resp. strictement) décroissante sur I.

Démonstration. Démontrons (i) dans le cas d’applications strictement décroissantes. Sup-
posons donc que f et g sont strictement décroissantes.

Soit (x1,x2) ∈ I
2 tel que x1 < x2.

f est strictement décroissante donc : f(x1) > f(x2).
g est strictement décroissante donc : g [f(x1)] < g [f(x2)].
On a démontré que : ∀(x1,x2) ∈ I

2
, (x1 < x2) ⇒ (g ◦ f(x1) < g ◦ f(x2)). Autrement dit

g ◦ f est strictement croissante sur I.
EXERCICE 2. Étudiez la monotonie des fonctions suivantes.

x ↦
1√
x

sur R∗.a) x ↦
1

x2
sur R∗.b) x ↦

√
x
3 sur R+.c)

Passage à la limite et composition.

Proposition 5. Soient I, J et K des ensembles de réels, a ∈ I (adhérence de I), b ∈ J
et ℓ ∈ R, f ∶ I → J et g ∶ J → K des applications. Si f admet pour limite b en a et g admet
ℓ pour limite en b alors g ◦ f admet ℓ pour limite en a.
Démonstration. En appliquant la définition de la limite.

Composition et dérivation.

Proposition 6. Soient I et J des intervalles ouverts, f ∶ I → J une fonction définie sur
I et g ∶ J → R une fonction définie sur J . Si f est dérivable sur I et si g est dérivable sur J
alors g ◦ f est dérivable sur I et (g ◦ f)′ = g

′ ◦ f × f
′.

Démonstration. Soit a ∈ I. Par construction f(a) ∈ J . f est dérivable en a si et seulement
si il existe une fonction ε1 définie au voisinage de a telle que : f(x) = f(a) + f

′(a)(x − a) +
(x − a)ε1(x) et ε1(x) ⟶

x→a
0.

De même g est dérivable en f(a) si et seulement si il existe une fonction ε2 définie au
voisinage de f(a) telle que : g(f(x)) = g(f(a))+ g

′(f(a))(f(x)− f(a))+ (f(x)− f(a))ε2(x)
et ε2(x) ⟶

x→a
0.

g ◦ f(x) = g ◦ f(a) + g
′
◦ f(a)(f ′(a)(x − a) + (x − a)ε1(x)) + (f(x) − f(a))ε2(x)

= g ◦ f(a) + g
′
◦ f(a)f ′(a)(x − a) + g

′
◦ f(a)(x − a)ε1(x)

+ (f ′(a)(x − a) + (x − a)ε1(x))ε2(x)
= g ◦ f(a) + g

′
◦ f(a)f ′(a)(x − a) + (x − a)ε3(x)
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où ε3(x) = g
′ ◦ f(a)ε1(x) + (f ′(a) + ε1(x))ε2(x) ⟶

x→a
0.

g ◦ f est dérivable sur I et (g ◦ f)′ = g
′ ◦ f × f

′.
Remarques.

1. Il est possible de donnez une démonstration avec les taux d’accroissements mais unique-
ment pour des fonctions ne s’annulant pas. On constate ici l’efficacité du développement
limité à l’ordre 1 pour ce genre de situation.

2. Il d’usage d’apprendre par cœur certaines dérivées de fonctions composées pour sim-
plifier les calculs mais surtout pour la recherche de primitives nécessaire au calcul
intégrale. Il faut donc connaître, sans exhaustivité : (un)′ = nu

n−1
u
′, ( 1

un )
′
=

−nu
′

un+1 ,

(√u)′ = u
′

2
√
u
, (eu)′ = e

u
u
′, (ln(u))′ = u

′

u
, (cos(u))′ = − sin(u)u′, (sin(u))′ = cos(u)u′.

Exemples.
1. Dérivons (sans nous préoccuper du domaine de dérivabilité) h(x) =

√
x1 + 1. h est de

la forme
√
u où u(x) = x

2 + 1. Nous en déduisons : h′
=

u
′

2
√
u

où u
′(x) = 2x et donc

h
′(x) = 2x

2
√
x2+1

EXERCICE 3. Donnez le domaine de dérivabilité et calculez la dérivée de la fonction u dans
les cas suivants.

h ∶ x ↦
√
−4x2 + 16.a) h ∶ x ↦ 4x + 5e

−2x+3.b)

h ∶ x ↦
2

1 + e−4x
.c) h ∶ x ↦

1

3x2 + 9x + 6
.d)

h ∶ x ↦ (√x + 3)4.e) h ∶ x ↦
3x − 5

e3x−5
.f)

h ∶ x ↦ (2x3 − 7x)5.g) h ∶ x ↦ cos(3x).h)
h ∶ x ↦

√
3x2 + 1.i) h ∶ x ↦

√
4x2 + 4x + 1.j)

h ∶ x ↦
√
x2 − 3x − 2.k) h ∶ x ↦ (5x3 − 4)2.l)

h ∶ x ↦ (5x4 − 3x + 2)6.m) h ∶ x ↦ ( 1

x + 6
)
3

.n)

Exercice 3.

u
′(x) = − 4x√

−4x2+16
et Df ′ =] − 2; 2[.a)

u
′(x) = 4 + −10e−2x+3 et Df ′ = R.b)

u
′(x) = 8e

−4x

(1+e−4x)2
et Df ′ = R.c)

u
′(x) = − 6x+9

(3x2+9x+6)2
et Df ′ = R \ {−1, − 2}.d)

u
′(x) = 2 1√

x
(√x + 3)3 et Df ′ = R∗

+.e)

u
′(x) = 3e

3x−5−3(3x−5)e3x−5

(e3x−5)2
=

(−9x+18)e3x−5

(e3x−5)2
et Df ′ = R.f)

u
′(x) = 5(6x2 − 7)(2x3 − 7x)4 et Df ′ = R.g)

u
′(x) = −3 sin(x) et Df ′ = R.h)

u
′(x) = 3x√

3x2+1
et Df ′ = R.i)

u
′(x) = 4x+2√

4x2+4x+1
et Df ′ = R.j)

u
′(x) = 2x−3

2
√
x2−3x−2

et Df ′ = R \ { 3+
√
17

2
, 3−

√
17

2
}.k)

u
′(x) = 30x

2(5x3 − 4) et Df ′ = R.l)
u
′(x) = 6(20x3 − 3)(5x4 − 3x + 2)5 et Df ′ = R.m)

u
′(x) = −3

(x+6)4 .n)

EXERCICE 4. Donnez le domaine de dérivabilité, calculez la dérivée de la fonction h puis
donnez son tableau de variation dans les cas suivants.
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h ∶ x ↦ (2x − 4)e−5x.a) h ∶ x ↦
√

2x−1
2x+1

.b)

h ∶ x ↦ e
2x + 4e

x − 6.c) h ∶ x ↦
77

1 + e39−0,02x
+ 4.d)

h ∶ x ↦ xe
−2x + e

−2x + 1 + x.e)

Exercice 4.

h
′(x) = [2 − 5(2x − 4)] e−5x = 2(−5x + 11)e−5x.

x

h
′

h

−∞ 11
5

+∞

+ 0 −

−∞−∞

2
5
e
−52

5
e
−5

00

a)

h
′(x) = 4

(2x+1)2 × 1
2
×
√

2x+1
2x−1

.

x

h
′

h

−∞ − 1
2

1
2

+∞

+ + +

11

+∞

−∞

+∞

−∞

11

b)

h
′(x) = e

x (2ex + 4). h′ strictement croissante sur R.c)
h
′(x) = 0,02×77e39−0,02x

(1+e39−0,02x)2
. h′ et strictement croissante.d)

h
′(x) = [1 − 2(x + 1)] e−2x + 1. h est croissante.e)

EXERCICE 5. Calculez la dérivée de fdont l’expression algébrique est ci-après.

e
−x+2.a)

√
x2 − 1.b) exp ( 1

x+1
).c) e

−x.d)
cos(4x).e) (4e−x + 1)3.f)

Exercice 5.

f
′(x) = −e−x+2.a) f

′(x) = x√
x2−1

.b)

f
′(x) = − 1

(x+1)2 exp ( 1
x+1

).c) f
′(x) = −e−x.d)

f
′(x) = −4 sin(4x).e) f

′(x) = −12e−x (4e−x + 1)2.f)

EXERCICE 6. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x
2−7x+10 et g la fonction définie

par g(x) =
√
f(x).

1. (a) Résolvez l’inéquation f(x) ⩾ 0.
(b) Déduisez-en l’ensemble de définition de la fonction g.

2. (a) Déterminez les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.
(b) Calculez g

′ et déduisez-en les variations de g.
(c) Dressez le tableau de variation de f puis celui de g.

EXERCICE 7. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x
2 + 2x+ 1 et g la fonction définie

par g(x) = 1√
f(x) .

1. (a) Résolvez l’inéquation f(x) ⩾ 0.
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(b) Déduisez-en l’ensemble de définition de la fonction g.
2. (a) Déterminez les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.

(b) Calculez g
′ et déduisez-en les variations de g.

(c) Dressez le tableau de variation de f puis celui de g.

EXERCICE 8. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x
3 − 1 et g la fonction définie par

g(x) = e
f(x).

1. Déterminez l’ensemble de définition de g.
2. (a) Déterminez les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.

(b) Calculez g
′ et déduisez-en les variations de g.

(c) Dressez le tableau de variation de f puis celui de g.

EXERCICE 9. Soit f la fonction définie par f(x) = 7e
f
rac20x.

1. Déterminez le domaine de définition Df de f .
2. Calculez f

′ et déduisez-en les variations de f .
3. Calculez f

′′ et déduisez-en la convexité f .

EXERCICE 10. La courbe Cf donnée ci-dessous représente une fonction f définie et dérivable
sur R+. On admet que Cf passe par les points O(0; 0), A(1; 1) et B (2, 4

e
) et que l’axe des

abscisses est asymptote horizontale à la Cf .

x

y

O
•

A
+

B
+

1 2 3 4 5 6

1

2

Cf

1. Donnez par lecture graphique la limite de f en +∞ et f
′(2).

2. On admet que f(x) = x
2
e
−x+1.

(a) Calculez f
′ et déduisez-en les variations de f .

(b) Dressez le tableau de variation de f .
(c) Déterminez l’équation de la tangente à Cf au point d’abscisse 4.

3. (a) Calculez f
′′ et déduisez-en la convexité de f .

(b) Déterminez les éventuels points d’inflexion de Cf .
4. Dressez le tableau de variation de l’application g définie sur ]0,+∞[ par g(x) = e

−f(x).
5. On considère la fonction h définie par h(x) =

√
f(x) pour tout x ∈]0,+∞[. Dressez le

tableau de variation de h.

Exercice 10.
1. limx→+∞ f(x) = 0 et f

′(2) = 0.

2. (a) f
′(x) = x(2 − x)e−x+1.

(b)
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x

x

2 − x

f
′

f

0 2 +∞

0 + +

+ 0 −

0 + 0 −

00

4e
−1

4e
−1

00

(c) y = f
′(4)(x − 4) + f(4), y = −8e−3x + (32 + 16)e−3.

3. (a) f
′′(x) = (2−2x)e−x+1−(2x−x

2)e−1+x = (x2−4x+2)e−1+x = (x−2−
√
3)(x−2+

√
3)e−1+x.

f est convexe sur ]−∞; 2 −
√
3[ et sur ]2 +

√
3;+∞[. Elle est concave sur ]2 −

√
3; 2 +

√
3[.

4. g
′(x) = −f ′(x)ef(x) = −x(2 − x)ex+1ef(x).

limx→0 g(x) = limx→+∞ g(x) = 1.

x

g
′

g

0 2 +∞

0 − 0 +

11

exp (4e−1)exp (4e−1)

11

5. h
′(x) = f

′(x)
2
√
f(x) =

x(2−x)ex+1

2
√
f(x) .

limx→0 h(x) = limx→+∞ h(x) =
√
0 = 0.

x

h
′

h

0 2 +∞

0 + 0 −

00

√
4e−1

√
4e−1

00

EXERCICE 11.
Étudier une fonction en utilisant monotonie et composition.
Exercices 61 à 64 page 155 du Sésamath.

Identité et réciproque.

Confer leçon bijection.
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